
� [ k ? A Æ
2019, 40(4):457–466

DOI: 10.16205/j.cnki.cama.2019.0035g` µM,D -iLlUGU℄>eE<CYK∗v�x1 vuw1Vd 
 µM,D �r℄�J:}�C {φd(x) = M−1(x + d)}d∈D 4d{LB,℄!P, &Bqy`qT�y Hilbert D� L2(µM,D) �$��}�CBtGT�>GTt(�)BvC. �:"Mp:
B.D�	l0 µM,D -$��}�CtGTBdj,b,�. rw�j,��y:
 M BRU�tv, l3, &� µM,D B`qTBoR[b�w�)_�.FJ= ,℄!P, $��}�C, `qT, RU�
MR (2000) pXDN 28A80�42C10nZBDN O174.2\_:mQ A\h9H 1000-8314(2019)04-0457-10

1 f�b	M ∈ Mn(Z) 5��E�9	, D ⊂ Zn �isF�-�, �%A��5 |D|, V�zKi\�I9|�B (IFS){φd(x) = M−1(x + d)}d∈D. q Hutchinson[1]A,yB�,6�i3Af[ O µ := µM,D, ℄0 µ = 1
|D|

∑
d∈D

µ ◦φ−1
d . qv µ �q\�I9|�B#�A, �&�� µM,D 5+\ O. .�, Sv2I9|�B�6�3i_C0�

T := T (M,D), ℄0 T =
⋃

d∈D

φd(T ). &zEF�, T (M,D) �\�I9|�B {φd(x)}d∈DA�m*����, Uv+\ O µM,D A�%� T (M,D).Sv+\ O µM,D, �y6��� Λ ⊂ Rn, ����|�B E(Λ) := {e2πi〈λ,x〉 : λ ∈

Λ} 1' Hilbert C� L2(µM,D) A�#� (Fourier �), �& µM,D 5p O, �� Λ &5
µM,D Aip, f^& (µM,D,Λ) �ipS[2−3]. L2(µM,D) ��#��|�1'A�� E(Λ) -$�&5 µM,D -�#��|�B. +\ O µM,D ApS~_pSx µM,D -�#��|�BAsFS~=FSs'�(AQB. 3jF, "TZ��'7 µM,D Apx_pS�Za4/�TlP, U��zK Hilbert C� L2(µM,D) �ssF�=F�#��|�Bb'5i\7A!G;*.+\ OA_p;*qgDRG1'[4−5]:

(i) L2(µM,D) ��T{ssFi�#��|�;

(ii) L2(µM,D) �s=F�#��|�B, <�1�, ��h1'�#�._G�NsInA;*s;-=.uv L2(µM,D) C���ssF�#��|�BAnQ+�f6sM,y. 5SZ�Y��M+�,<`EF
tgDAKj: SvsF�-� D ⊂ Zn,Kj|� mD(x) :=
1

|D|

∑
d∈D

e2πi〈d,x〉, x ∈ Rn. o M∗ ��9	 M Aq8%�, ���, �K M∗ = MT. o
Z(mD) �� mD(x) AXG�, � Z(mD) := {x ∈ Rn : mD(x) = 0}. Kj�� Z := {x ∈

[0, 1)n : mD(x) = 0}.�: 2015 k 7 ~ 14 ��?, 2015 k 12 ~ 29 ��?Veh.
1�?�X8[�[yNAA[[}, �?�?� 710119. E-mail: jllimath10@snnu.edu.com
∗�:�?x�,}A[/ (No. 11171201, No. 11571214) B)$.
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Dutkay ~ Jorgensen �9 [4] ��>S µM,D 5_p OAi+a+�.?O A[4] 	 M ∈ Mn(Z) �i��E�9	, D ⊂ Zn �isF�-�, 0 ∈ D,

Z 5|� mD(x) � [0, 1)n �AXG�. � Z �{�isF� Z ′ ⊂ [0, 1)n �, v℄0:

M∗(Z ′ + Zn) ⊆ Z ′ + Zn v 0 6∈ Z ′, (1.1)� L2(µM,D) ��T6� |Z ′|+ 1 i�I�#A��|�, �K |Z ′| �� Z ′ A��. (�E, µM,D ��p O.9 [6] !��+�/w>n�AP�.?O B[6] 	 M ∈ Mn(Z) �i��E�9	, D ⊂ Zn �isF�-�, 0 ∈ D,

Z 5|� mD(x) � [0, 1)n �AXG�. � Z �{�isF� Z ′ ⊂ [0, 1)n �, v℄0gDS�:

(i) 6� l ∈ N, �� M∗l(Z ′ + Zn) ⊆ Z ′ + Zn;

(ii) Sv~iA j ∈ {0, 1, · · · , l − 1}, Ns M∗j(Z ′) ∩ Zn = ∅,� L2(µM,D) ��T6� l|Z ′|+ 1 i�I�#A��|�, (�E, µM,D ��p O.55KH A ~KH B �V6C��Aino, 9 [7] �>SgDRie*.SW A 	 D ⊂ Z2 5sF�-�, ℄0
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= {x ∈ [0, 1)2 : mD(x) = 0},� |D| �m�. 2�, � M ∈ M2(Z) �i��E�9	, ℄0 det(M) 6∈ 2Z \ {0}, �
L2(µM,D) ��T6� 4 i�I�#A��|�, (�E, µM,D �_p O.SW B 	 M ∈ M2(Z) �i��E�9	, ℄0 det(M) 6∈ 2Z \ {0}. � D ⊂ Z2 5sF�-�, ���� Z = {x ∈ [0, 1)2 : mD(x) = 0} �gD 6 i��s��:
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,� |D| �m�, v L2(µM,D) ��T6� 4 i�I�#A��|�, (�E, µM,D �_p O.23, 9 [8] �ZSXG� Z ⊂ Qn 5sF�AwP, �>Suv L2(µM,D) ��ssF�#��|�BAi+a�a+�.?O C[8] 	 M ∈ Mn(Z) �i��E�9	, D ⊂ Zn �isF�-�, 0 ∈ D,

Z 5|� mD(x) � [0, 1)n �AXG�. � Z ⊂ Qn 5sF�, � L2(µM,D) ��T6�sFi�I�#A��|�A+a+��, Sv~iA j ∈ N, Ns
M∗j(Z) ∩ Zn = ∅. (1.2)��KHAie*b� L2(µM,D) �6�=F�#��|�BA+a�a+�,s+aS�9 [6] �f6�OtF, �vsXTno[7, 9]. #| (1.2) k/SnQ L2(µM,D)



4 r J�g J W tG µM,D -$��}�CBdj,b,� 459��ssF�#��|�BA+a�a+�, <+aS+�^ÆtF���Z�. qvXG� Z ⊂ Qn 5sF�, <`B! Z A��P��5 Z = 1
h
{β1, β2, · · · , βm}, s�

βi ∈ Zn(i = 1, 2, · · · ,m), h ∈ N. Æ9Lo9	A-C��g�KH A �KH B, �
det(M) xXG�� Z ���A h �!AwPD, 5KH C )oSi�v^ÆA+a+�, �i+��W�"9	AQT� det(M).

2 o�PITkR?O 2.1 	 M ∈ Mn(Z) �i��E�9	, D ⊂ Zn �isF�-�,0 ∈ D,

Z 5|� mD(x) � [0, 1)n �AXG��. �	 Z ⊂ Qn �sF�v��P�5 Z =
1
h
{β1, β2, · · · , βm}, βi ∈ Zn (i = 1, 2, · · · ,m), h ∈ N. � (det(M), h) = 1, � det(M) x h�!, � L2(µM,D) ��T�{ hn i�I�#A��|�, (�E,µM,D ��p O.j <`EÆd, Sv~iAE�9	 M ∈ Mn(Z), M /C�viS%	 M0.�K�Wak/x M0 AiZW (�9 [10, pp. 330–334]) g�$WaA-C��. 	

M = (mij)16i,j6n.

(i) � m11 6= 0, �	*9	��; � m11 = 0, qv det(M) 6= 0, kU6� i0 ∈

{2, 3, · · · , n}, �� mi01 6= 0. !F 1 Q~F i0 Q��, ���A9	3�%{!�5 0.SnA��o9	(W��5



0 · · · 1
. . .

1 · · · 0
. . .

1







m11 · · · m1i0 · · · m1n
...

...
...

mi01 · · · mi0i0 · · · mi0n
...

...
...

mn1 · · · mni0 · · · mnn




=




mi01 · · · mi0i0 · · · mi0n
...

...
...

m11 · · · m1i0 · · · m1n
...

...
...

mn1 · · · mni0 · · · mnn




. (2.1)

(ii)6zF (i)��,�>A9	�i3�%{!�5 0A9	,�5A :=(aij)16i,j6n,s�, a11 6= 0. � a21 6= 0, �' |a11| ~ |a21| A7L, ��S, �	 |a21| > |a11|, K6� q1, r1 ∈ Z, �� a21 = q1a11 + r1, 0 6 r1 < |a11|. � r1 6= 0, �oF 2 Q�yF 1 QA q1 �. o9	(W��5


1

−q1 1

. . .

1







a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




=




a11 a12 · · · a1n

r1 a22 − q1a12 · · · a2n − q1a1n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




. (2.2)



460 � [ k ? A Æ 40 <(DFo r1 1 a11, �> a11 = q2r1 + r2, � r2 6= 0, �!9	AF 1 Q�yF 2 QA q2�, · · · , m;�%I1W, 2QsF��, /h�> rn0−1 = qn0+1rn0
+ rn0+1, s�, rn0+1h! rn0

�1, � rn0+1 � a11 ~ a21 A27pk�. ��sF���>G v (2.2). 2�B��DP�9	:

Â =




â11 â12 â13 · · · â1n
â21 â22 â23 · · · â2n
a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

...

an1 an2 an3 · · · ann




.�K, â11 h! â21 �1, � â21 h! â11 �1. �	 â11 h! â21 �1, � â11 � a11 ~
a21 A27pk�. o�%I1WuBg�> â11 ~ a31 A27pk� d, .�, d b�
a11, a21, a31 A27pk�. o.`AZWe4K�, 2�Bx� a11, a21, · · · , an1 A27pk�. ��S, �	 (a11, a21, · · · , an1) = b11(�27pk�A8���3�%,BLoRQ��, !sH>3�%A8�, 9	$5��~ (2.1) GOI.), U2�A9	�5 B := (bij)16i,j6n. q�%I1W�, b11 Bg�1~iA bk1(k = 1, 2, · · · , n), v
b11 6 |a11|.

(iii) ��# (ii) �x/S|9	F 1 T{!A27pk�,�!s^�9	A3�%A8�. (DFo.`AZW, x/ b11, b12, · · · , b1n A27pk�, �9	 B �F 1 Q{!A27pk� c11, �!sH>9	3�%A8�, c11 6 b11. 2z)�9	$5A��15gD 3  T��:



c11 · · · c1i · · · c1j · · · c1n
...

...
...

...

ci1 · · · cii · · · cij · · · cin
...

...
...

...

cj1 · · · cji · · · cjj · · · cjn
...

...
...

...

cn1 · · · cni · · · cnj · · · cnn







1
. . .

1 · · · −q
. . .

...

1
. . .

1




=




c11 · · · c1i · · · c1j − qc1i · · · c1n
...

...
...

...

ci1 · · · cii · · · cij − qcii · · · cin
...

...
...

...

cj1 · · · cji · · · cjj − qcji · · · cjn
...

...
...

...

cn1 · · · cni · · · cnj − qcni · · · cnn




, (2.3)




c11 · · · c1i · · · c1j · · · c1n
...

...
...

...

ci1 · · · cii · · · cij · · · cin
...

...
...

...

cj1 · · · cji · · · cjj · · · cjn
...

...
...

...

cn1 · · · cni · · · cnj · · · cnn







1
. . .

1
...

. . .

−q · · · 1
. . .

1
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=




c11 · · · c1i − qc1j · · · c1j · · · c1n
...

...
...

...

ci1 · · · cii − qcij · · · cij · · · cin
...

...
...

...

cj1 · · · cji − qcjj · · · cjj · · · cjn
...

...
...

...

cn1 · · · cni − qcnj · · · cnj · · · cnn




, (2.4)




c11 · · · c1i · · · c1j · · · c1n
...

...
...

...

ci1 · · · cii · · · cij · · · cin
...

...
...

...

cj1 · · · cji · · · cjj · · · cjn
...

...
...

...

cn1 · · · cni · · · cnj · · · cnn







1
. . .

0 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 0
. . .

1




=




c11 · · · c1j · · · c1i · · · c1n
...

...
...

...

ci1 · · · cij · · · cii · · · cin
...

...
...

...

cj1 · · · cjj · · · cji · · · cjn
...

...
...

...

cn1 · · · cnj · · · cni · · · cnn




. (2.5)

(iv)6z�# (ii)–(iii),9	3�%A{!��L,<��5���. !d2Q (ii)–(iii)�,6zsF4�,/Bg!9	3�%A{!�5iBg�1F 1Q~F 1T$s{!A�. 2�, �9	5 F := (fij)16i,j6n. �	 fi1 = qi1f11, f1j = q1jf11 (i, j = 2, 3, · · · , n).e4oF i Q�yF 1 QA qi1 �, |��e4oF j T�yF 1 TA q1j �. 2�9	�5�DP�:

G :=




g11 0 · · · 0

0
... H

0




,s�, H 5i (n− 1) *Z	, B!d��z), !9	�5



g11 0 · · · 0

0 h11 · · · 0

0 0
...

... J

0 0




.�2Dy, M 8�'SS%	 M0 = diag(m1,m2, · · · ,mn).



462 � [ k ? A Æ 40 <s4,q�az)B�,Sv~iAE�9	M ∈ Mn(Z),/6�-C9	 P1 , P2, · · · ,

Pr, Q1, Q2, · · · , Qs ∈ Mn(Z), ��
PrPr−1 · · ·P1MQ1Q2 · · ·Qs = M0,s�, M0 ∈ Mn(Z) �iS%	, Pi (i = 1, 2, · · · , r), Qj (j = 1, 2, · · · , s) �0�5gD

3  P�A-C9	:

W1 =




1

. . .

1

0 · · · 1

1
...

. . .
...

1

1 · · · 0

1

. . .

1




iQ
jQ ,

W2 =




1 iT jT
. . .

1 · · · k

. . .
...

1

. . .

1




iQ
jQ ,

g�9	 W3 = WT
2 (��� W2 A%�).�a! M �'S%	AZW, $5A��N����wPD2QA, k2, Wi ∈

Mn(Z), i ∈ {1, 2, 3}. q det(Wi) = ±1 (i = 1, 2, 3)�, det(M)x det(M0)�I" ±1�. 5U= det(M)x h�!�, M0S%H�A$s{!Nx h�!.Y0,h�W−1
i (i = 1, 2, 3)��� 3  P�A-C9	.	

Z ′ =
{(k1

h
,
k2

h
, · · · ,

kn

h

)T
: ki ∈ {0, 1, 2, · · · , h− 1}, i = 1, 2, · · · , n

}
\ {0}.<`BÆd�D,y.Aa 2.1 Wj(Z

′ + Zn) ⊆ Z ′ + Zn(j = 1, 2, 3), M0(Z
′ + Zn) ⊆ Z ′ + Zn.���, q Z ′ Ar�(G, �

x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Z ′ + Zn,�6�

xi0 =
yi0
h

, yi0 6≡ 0 (mod h),



4 r J�g J W tG µM,D -$��}�CBdj,b,� 463� hxi0 6≡ 0 (mod h). Sv~iA ξ ∈ Z ′+Zn, ξ = 1
h
((k1, k2, · · · , kn)

T+(l1h, l2h, · · · , lnh)
T),s� l = (l1, l2, · · · , ln)

T ∈ Zn, s
W1(ξ) =

1

h




1

. . .

0 · · · 1

. . .

1 · · · 0

. . .

1




aQ
bQ




k1 + l1h

...

ka + lah

...

kb + lbh

...

kn + lnh




=
1

h
(k1 + l1h, · · · , kb + lbh, · · · , ka + lah, · · · , kn + lnh)

T, (2.6)v�, W1(ξ)��! ξ AF a, bRi6���8�, sW1(ξ) ∈ Z ′+Zn,5U�> W1(Z
′+

Zn) ⊆ Z ′ + Zn.Sv�� W2, G E, s
W2(ξ) =

1

h




1 aT bT
. . .

1 · · · t

. . .
...

1

. . .

1




aQ
bQ




k1 + l1h

...

ka + lah

...

kb + lbh

...

kn + lnh




=
1

h




k1 + l1h

...

ka + lah+ t(kb + lbh)
...

kb + lbh

...

kn + lnh




. (2.7)

� (2.7) �, � ka + lah ≡ 0 (mod h), kb + lbh ≡ 0 (mod h), �6� j0 6= a, b, ��
kj0 + lj0h 6≡ 0 (mod h), f^ hW2(ξ) AF j0 i6��5 kj0 + lj0h, �h h �1.� ka + lah 6≡ 0 (mod h), kb + lbh ≡ 0 (mod h), � hW2(ξ) AF a i6�5 ka + lah+

t(kb + lbh), �h h �1.� ka + lah ≡ 0 (mod h), kb + lbh 6≡ 0 (mod h), � hW2(ξ) AF b i6�5 kb + lbh,

h �h!s�1.� ka + lah 6≡ 0 (mod h), kb + lbh 6≡ 0 (mod h), .�, h �h�1 hW2(ξ) AF b i6� kb + lbh.��d W2(ξ) ∈ Z ′ + Zn, 5U�> W2(Z
′ + Zn) ⊆ Z ′ + Zn.
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W3(ξ) =
1

h




1 aT bT
. . .

1
...

. . .

t · · · 1

. . .

1




aQ
bQ




k1 + l1h

...

ka + lah

...

kb + lbh

...

kn + lnh




=
1

h




ki1 + l1h

...

ka + lah

...

t(ka + lah) + kb + lbh

...

kn + lnh




, (2.8)

B�> W3(ξ) ∈ Z ′ + Zn, �s W3(Z
′ + Zn) ⊆ Z ′ + Zn.Sv9	 M0, B^Æ

M0(ξ) =
1

h




m1

m2

. . .

mn







k1 + l1h

k2 + l2h

...

kn + lnh




=
1

h




m1(k1 + l1h)

m2(k2 + l2h)
...

mn(kn + lnh)




. (2.9)qv ξ ∈ Z ′ + Zn, s6� j0 ∈ {1, 2, · · · , n}, �� kj0 + lj0h 6≡ 0 (mod h), q h x
mj (j = 1, 2, · · · , n) �!B�, mj0(kj0 + lj0h) 6≡ 0 (mod h), 5U

M0(ξ) ∈ Z ′ + Zn..��aA,y, <`s Wj(Z
′ +Zn) ⊆ Z ′ +Zn(j = 1, 2, 3), M0(Z

′ +Zn) ⊆ Z ′ +Zn.v�, Sv~iA ξ ∈ Z ′ + Zn,

M∗(ξ) = P−1
1 P−1

2 · · ·P−1
r M0Q

−1
s Q−1

s−1 · · ·Q
−1
1 (ξ),s� P−1

i (i = 1, 2, · · · , r), Q−1
j (j = 1, 2, · · · , s) >5 W1, W2, W3 � 3  P�A9	. ,�Q℄ 2.1 B�,

M∗(Z ′ + Zn) ⊆ Z ′ + Zn.5U, qKH A B�, L2(µM,D) ��T�{ |Z ′| + 1 � hn i�I�#A��|�, �v
µM,D ��p O. KH�Æ.q��KH, <`Bg�(�>m℄�e* A ~e* B uv L2(µM,D) ��#��|�Bi�A,\. s4, Lo�iKHBg�Z�E�>M+\ O µM,D A_pS,



4 r J�g J W tG µM,D -$��}�CBdj,b,� 465N�, � M ∈ M2(Z) 5~iA��E�9	, sF�-� D 5
D =

{(
0

0

)
,

(
1

0

)
,

(
1

1

)
,

(
4

2

)}
.qv mD(x) � [0, 1)2 �AXG�5

Z =







1

2
0


 ,




1

8

1

2


 ,




3

8

1

2


 ,




5

8

1

2


 ,




7

8

1

2








=
1

8

{(
4

0

)
,

(
1

4

)
,

(
3

4

)
,

(
5

4

)
,

(
7

4

)}
,I=v h = 8 = 23, qÆ9KHB�,�a det(M) 6∈ 2Z, Hilbert C� L2(µM,D) �8�ssFA�#��|�B, �v µM,D 5_p O.2�, <`k/��KHARG�+�d:

(i) ��KH�k/�#��|�BsFAi+a+�, ����aA. N�, Sv�Dk/A9	 M ~�-� D:

M =

(
2 0

1 3

)
, D =

{(
0

0

)
,

(
1

0

)
,

(
2

1

)}
.qv mD(x) � [0, 1)2 �AXG�5

Z =







1

3

0


 ,



2

3

0








=
1

3

{(
1

0

)
,

(
2

0

)}
, h = 3,Bg^Æ M∗(Z +Z2) ⊆ Z +Z2. 5U, qKH A B� Hilbert C� L2(µM,D) ��#��|��T�s 3 i, < det(M) = 6 �x h = 3 �!.
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Abstract Let µM,D be a self-affine measure uniquely determined by the iterated function

system {φd(x) = M−1(x + d)}d∈D. The spectrality or non-spectrality of µM,D is directly

connected with the finiteness or infiniteness of orthogonal exponentials in the Hilbert space

L2(µM,D). In this paper, the authors provide a sufficient condition for the finite µM,D-

orthogonal exponentials by applying the elementary matrix transformations. This sufficient

condition depends only upon the determinant of the matrix M , and is easy to use in the

research of non-spectrality of µM,D.
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