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１

提要 在这篇文章 中
，
作者首先给出 了范数在集合上一致光滑的定义

，
而且证 明 了存在一个 的

一致

球覆盖
，
使得 的范数在球覆盖点是

一

致光滑的 ． 其次
，
作者证 明 了如果 （ ｆｔ 

？

Ｗ 是
一

个乘积
ｉ＝ ｌ

空 间
，

这里 Ｐ 
£  ［

１
， ＋〇〇

］ ，
则存在 （

Ａ
ｉ ， 

．

 Ｐ ） 的
一

个
一致球覆盖

，
使得 （ Ｉ Ｉ

．

 Ｐ ） 的范数在球覆
１＝ １ １＝ １

盖点是
一致光滑的 当且仅当存在 的

一

个
一致球覆盖

，
使得 的范数在球覆盖点是

一致光滑的 ． 最

后
，
作者证 明 了如果 Ｘ 是一致光滑空间且可分 ，

则存在两个序列 ＣＸ 和 Ｃｉ？
，
使

得 ：

（
１

）
存在 伽ｎ ｝ｆ＝ １

的
一个子序列 ｛Ａ ｌｇ ｉ

，
使得 ｛ Ａ ｒｋＪｇ ｉ

上的每一点都是 丑ＰＯ 的强暴

露点
； （

２
）
对每个 ｎｅ ｉＶ

， 心
－

１

心 是 ＢＰＯ 的端点
； （

３
） 集序列 ｛

Ｓ
〇
ｒｎ

，

ｒｎ ） ｝ｆ＝ ｉ
是 Ｘ 的

一

个
一致

球覆盖 ．
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§
１ 引 言

令 （

Ｘ
， ｜ ｜

＿

 ｜ ｜ ） 表示实 Ｂａｎａｃｈ 空间 ． Ｓ
（

Ｘ
） 和 Ｂ

（
Ｊ

＊

〇 分别表示 Ｘ 的单位球面和单位球 ．

令 Ｘ
＊

表示 Ｘ 的对偶空间 ． 令 Ｓ
（
ａ＾ ） 表示 以 ａ ； 为球心 ，

ｒ 为半径的闭球． 令 和 ｉ？
＋

分别表示 自 然数集 ，
实数集和非负实数集 ． 如何用不同形状的集合覆盖 Ｂａｎａｃｈ 空间的子

集是 Ｂａｎａｃｈ 空间分析性质和几何性质中的
一

个重要问题． 这个问题的起源可以追溯到数

学分析中的经典定理 ， 即有限覆盖定理 ． ２００６ 年 ， 为 了Ｂａｎａｃｈ 空间粗嵌入研究的需要 ，
程

立新引入了球覆盖性的概念 Ｗ
．

定义 ｌ ． ｌＷ 如果 Ｂａｎａｃｈ 空间的单位球面可以包含在不含原点可数个球的并集中 ，
则

称其具有球覆盖性质 ． 在这种情况下 ，
我们也说范数具有球覆盖性质 ．

上述可数个球的球的 中心被称为 Ｘ 的球覆盖点 ． 在研究球的覆盖特性时
，
我们 自然

需要确保球覆盖点具有 良好的几何性质 ． 这一思想将球覆盖与 Ｂａｎａｃｈ 空间的其他几何性

质联系起来 ，
扩大了球覆盖性质的研究范 围 ． 例如 ， 众所周知 ， 可分空间具有球覆盖性质 ．

然而在引入球覆盖点之后 ， 在可分空间 中 ，
还有许多与球覆盖有关的 问题值得研究 ． ２０ １ ５

年 ， 商绍强和崔云安证明 了在 ２ － 局部
一致凸空间 Ｘ

＊

中存在球覆盖 ，
使得 Ｘ

＊

的球覆盖点

是强端点 ［

２
１

＿

令 为 ｘ 的球覆盖． 众所周知 ， 球覆盖点的序列不
一

定有界且 〇
ｆｃｒ瓦： 也不

ｎ￡Ｎ

一

定成立？ 在文
［

３
］
中 ，

Ｌｕｏ 和 Ｚｈｅｎｇ 定义了
一致球覆盖性质 ？ 称 Ｘ 的球覆盖
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是 Ｘ 的
一致球覆盖 ，

如果 ｓｕｐ ｜ ｜

ａ ；？
｜ ｜＜＋ ００ 且 ｉｎｆ

（ ｜

ａ ；ｎ
｜ 

－

ｒ？ ）＞０ ？ 在文
［

４
］
中 ，
程立新等构

ｎｅＮｎ＾Ｎ

造 严 上的等价范数 

＿

 ｜ ｈ ，
证明了Ｂａｎａｃｈ 空间 （

〖

°°

， ｜ ｜ 

？

ｈ ） 不具有球覆盖特性 ． 由于两个空

间的乘积空间可以定义不同 的范数 ，
因此乘积空间的球覆盖性质的稳定性的重要性引起

了数学家的注意 ． 在文
［

５
］
中 ，

Ｌｕｏ 和 Ｌ ｉｕ 证明 了对于 ｐ
ｅ ［

１
，
＋ 〇〇

］ ， 乘积空间 （
Ｘｘｙ

， ｜ 

？

 ｜ ｜ ｐ ）

具有球覆盖性质当且仅当 Ｘ 和 Ｙ 具有球覆盖性质 ． 在文
［

６
］
中 ，

Ｌｕｏ 和 Ｚｈｅｎｇ 证明 了如

果 （
ｎ

，

Ｓ
， ／

ｘ
） 是可分的测度空间 ， 则 Ｂｏｃｈｎｅｒ 函数空间 具有球覆盖性质当且仅当

Ｘ 具有球覆盖性质 ． 球覆盖性质的其它研究见文
［

７ １ ３
］

． 在这篇文章中 ， 我们首先给出 了

范数在集合上
一致可微的定义 ，

而且我们证明了存在
一

个 的
一致球覆盖 ，

使得 的

范数在球覆盖点是
一致光滑的 ． 其次 ， 我们证明了如果 （ ｆｔ 足 ，

｜ ｜

＿

 ｜ ｜ ｐ ）
是
一

个乘积空间 ，

这
２＝ １

里 Ｐｅ ［

１
，
＋ 〇〇

］ ， 则存在 （ ｆｔ 足 ，
｜ ｜

．

 ｜ ｜ ｐ ） 的
一

个
一致球覆盖使得 （ ｆｔ＆ ，

｜ ｜

．

 ｜ ｜ ｐ ） 的范数在球
ｉ
＝ ｌ ｉ

＝ ｌ

覆盖点是一致 Ｆｒｅｃｈｅｔ 可微的 当且仅当存在 足 的
一

个
一

致球覆盖 ， 使得 足 的范数在球

覆盖点是
一致光滑的 ． 最后 ，

我们证明 了如果 Ｘ 是
一致光滑空间且可分 ，

则存在两个序

列 ｛？ ｝ｔ ｉＣＸ 和 Ｃ 尽 使得 ： ⑴ 存在 的
一

个子序列 ｛巧墙 １ ，
使得

｛ ｂ ｉｒＳ＾ ｉ
上的每

一

点都是 Ｓ
（
Ｘ

）
的强暴露点 ； ⑵ 对每个 ｎｅＡＴ

，
ｌ ｌ

＾
ｌ ｌ

－

、 是 Ｓ
（
Ｘ

）

的端点 ； （
３

） 集序列 ｛
Ｓ

（？ ，

ｒｇ ｝ｆ＝ １ 是 Ｘ 的
一

个
一

致球覆盖． 令 Ｃ 是 Ｂａｎａｄｉ 空间 Ｘ 的
一

个凸子集 ． 首先我们 回忆
一

些概念．

定义 １ ． ２ ［

１ ４
１ 点 〇 ；

〇ｅＣ７ 称为 Ｃ 的强暴露点 ， 如果存在
一

个泛函 ｆｅＸ＇ 使得

￥？

－

卻 

－

＞

■

〇
，
这里￥

＊

（？ ）

－

＞

■

ｓｕｐ｛
ｘ

＊

（
ａ ：

）
：ａ ；ｅＣ

１

｝ 且 Ｃ（７ ．

定义 １ ． ３ ［

１ ５
１ 点 ｍｅＣ７ 称为集合 Ｃ 的端点 ， 如果 ２ ａ ：

（）

＝

以 ＋〇 ； ２ ， 町而 ｅＣ
＊

，
则

Ｘ
ｌ
＝

Ｘ ２
．

容易看到如果 卻 是集合 Ｃ 的强暴露点 ，
则 〇 ；

〇 是集合 （７ 的端点 ？

定义 １ ．４Ｍ 令 ￡） 是 Ｘ 的
一

个开凸子集 ．

一

个连续凸函数 ／ 在点 ａ ；ｅ ＿０ 称为 Ｒ ｒｅｃｈｅｔ

可微的 ，
如果存在

一

个泛函 ｄＦ／⑷ ｅＸ
＊

，
使得

ｒ／ （
ｘ＋ ｔｙ ）

－

ｆ ｛
ｘ

）＾ｎ
ｈｍｓｕｐ



（
ｄＦ ｆ （

ｘ
） ， ｙ ）

＝
０ ．

ｔ
￣

＾ °
ｙ £ Ｂ （

Ｘ
） ｔ

此外 ， ／ 在点 ｘｅ 乃 称为 ＧＡｔｅａｕｘ 可微的 ， 如果存在
一个泛函 ｄＧ／ 〇ｒ ）ｅＸ

＊

， 使得对每个

ｙ ｅ ｙ
， 有

ｆ （
ｘ＋ ｔｙ ）

－

ｆ （
ｘ

）ａ ＼ 、
＝

｛
ｄＧ ｆ （

ｘ
） ， ｙ ）

．

显然如果凸函数 ／ 在点 ａ； 是 Ｐｒｅｃｈｅｔ 可微的 ，
则 凸函数 ／ 在点 ａ ： 是 Ｇａｔｅａｕｘ 可微的 ．

定义 １ ． ５ ［

１ ５
１—个 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ 称为

一致光滑的 ，
如果对任意 ｅ＞０

， 存在 ５＞０
，
使

得

ｓｕｐ ｜ 

［

ｘ＋ ｔｙ
｜
＋

 ｜卜
－

ｔｙ
｜ ｜

－

２
 卜 ｜ ｜ ］

＜ｅ ．

ｘ ｅＳ
（
ｘ

） ｌ ２／
ｅＢ

（
Ａ

－

） ，

ｏ＜ ｔ
｜

＜ ＜ｓ
１

众所周知 ，
如果 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ 是

一致光滑空间
，
则 Ｘ 的范数在 Ｘ

＼ ｛
０
｝ 是 Ｆｒｅｄｉｅｔ

可微的 ． 下面我们引入
一

个新的定义 ．



２ 期 商绍强范数可微性和 Ｂａｎａｃｈ 空间的
一致球覆盖性质 １ ２ ５

定义 １ ． ６ 称 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ 的范数在集合 Ａ 上是
一致光滑的 ，

如果对任意 ｅ＞０
， 存

在
５Ｇ

 （

０
，

＋ 〇〇
） ， 使得

ｓｕｐｈ
＼ ＼

ｘ＋ ｔｙ
＼
＋

 ｜

ｘ
－

ｔｙ
＼ ＼

－

２
 ｜

ｘ
｜ ｜ ］＜ｅ ．

ｘ ｅＡ
， ｙ ｅ Ｂ （

Ｘ
） ，

０＜
＼

ｔ ＜ Ｓ
ｚ

显然
，
如果 Ｘ 是

一

致光滑空间
，
则 Ｘ 的范数在集合 ｓ

（
ｘ

）
上是

一

致光滑的 ．

命题 １ ． １ 令 ｘ＝ 丨

°°

， 则存在 ｘ 的
一

个
一致球覆盖 ，

使得 ｘ 的范数在球覆盖点是
一

致光滑的 ．

证 对每个 自 然数 ｎ
，
取
一

点 〇 ；

？
＝ 把 ｝二 ｅ 严

，
这里

知
＝ 抝 ｝￡

ｆ１
，ｉ

１
〇

，ｉ

＝ ｎ
，

＋
ｎ ．

我们知道对任意 ｓ＞０
， 存在 Ｊｅ

（
０

，

ｉ ） ， 使得如果 ０＜


ｔ
｜
＜５

，
则

［ ｜

１＋ ｔ
｜
＋


１
－－

２
］
＜￡

，

因此
，
由 （

１ ． １
） 和 （

１ ． ２
） ， 我们得到如果 ０＜

ｔ
｜＜则如下不等式 ：

ｓｕｐ＼ ［

ｘｎ
－

＼

－

ｔｙ ＋ ＼ ＼

ｘｎ
－

ｔｙ
＼

－

２
｜ ｜

ｘｎ
｜ ｜ ］

ｙ ｅ Ｓ （
ｌ

°°

） ，

ｎ ｅＮ
１

ｓｕｐ

ｙ £ Ｓ （
ｌ

°°

） ，

ｎ ＾Ｎ
Ｌ

Ｓｕｐ Ｃ ＋ ＾
｜
＋ ｓｕｐ ｅ

－

％
｜

－

２ ｓｕｐ ４
＂

ｓｕｐ７
［ Ｉ ＣＪ

＋
切ｎ 

＋
ｄ ２

｜ｄ ］

ｙ £ Ｓ （
ｌ

°°

） ，

ｎ ￡Ｎ
１

ｓｕｐ

ｙ ｅＳ （
ｌ

°°

） ，

ｎ ｅＮ

［ 

１＋ ｔＴ
］ｎ

 ｜
＋

 １

１
—

ｔ７
］ｎ  

—

２
］

（

ｉ ＿ ｉ
）

（

１ ＿ ２
）

＾
ｒ
？？ 

－

ｅ＜ｅ

成立． 因此 严 的范数在 ｛
２？ ｝ ＾

°

＝ １
Ｕ

｛

－

２ａ；？ ｝ｆ＝ ｉ
是
一致光滑的 ． 令 凡 和 是两个球 ，

这里

取
一

点 ｙ

＝ 切〇匕 ｅ 邠
°°

） ，
则存在 自然数 ｉ

０ ， 使得 ｒ
？Ｊ

＞
｜

？ 因此
， 我们可以认为 ％

＞
暑

．

因此
， 由 ｙ

＝

｛％ ｝匕 ｅ 即
°°

） 和 阳 。 ｜
＞
｜ ， 可得

＼ ＼

ｘｎ 〇

－

 ２／
｜ ｜
＝

ｓｕｐ ＾
ｎ 〇－

ｒ
］ｉ

＝
ｍａｘ

｛ ｜Ｑ

－

ｒ
／ｎ 〇 ，ｓｕｐ ｜ ４

ｎ 〇－

＾
｜ ｝

ｉ￡Ｎ ＾ ｉＥＮ古ｎ 〇 ^

＜ ｍａｘ
｛ ｜

２
－

ｒ
？ｎ 〇 ，ｓｕｐ ｜

％
｜ ｝
＜
｜

．

＾ ｉ £ Ｎ
，

ｉ＾ｎ 〇 ’么

因此
， 由 的定义 ， 我们有 ｙｅ ． 因此存在 Ｐ 的

一

致球覆盖 ， 使得 Ｐ 的范数

在球覆盖点是
一致光滑的 ．

命题 １ ． ２Ｘ＝〇〇 ， 则存在 Ｘ 的
一

个球覆盖 ，
使得 Ｘ 的范数在球覆盖点是

一致光滑

的 ．

证 由命题 １ ． １
， 我们得到命题 １ ． ２ 成立．
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命题 １ ＿ ３ 令 Ｘ＝
Ａ 这里 ｐ

Ｇ（

１
，
＋ 〇〇

） ， 则存在 Ｘ 的
一

个球覆盖 ，
使得 Ｘ 的范数在球

覆盖点是
一致光滑的 ．

证 因为 Ｐ 是
一致光滑且可分 ， 存在 Ｐ 的

一

个
一致球覆盖 ，

使得 Ｐ 的范数在球覆盖

点是
一致光滑的 ．

例１ ． １令Ｘ＝Ｚ

°°
？ 定义 ｜ ｜

ｘ
〇
＝ｓｕｐ

｜

＆ 
＋ ８

１

ｌ ｉｍ ｓｕｐ
｜

＆ ，
这里 ；ｒ＝ 仏 ｝＆ｅ

Ｚ

００

，

ｉ＾Ｎ ｉ
—

＞
？

〇〇

则 
．

 ｜ ｜

〇 是 Ｚ

°°

的
一

个范数 ． 我们知道 凸函数 ／⑷ ＝
ｌ ｉｍ ｓｕｐ 旧 在 丨

°°

上无处 Ｇａｔｅａｕｘ

ｎ—＾ ｏｏ

可微 ［

１ ４
］

． 这表明 Ｓ （
ａ
〇
＝

 ｌｋ ｏ 在 Ｚ

°°

上无处 Ｇａｔｅａｕｘ 可微 ． 此外 ，
对每个 ｎ

，
取
一

点

？ ＝

｛ｄｉ
ｅ
（
严

， 

＿

 〇 ） ，
这里

令 和 是两个闭球 ，
这里

３

１
，ｉ＝ｎ

，

０
，％

＾
ｎ ．

３
、

＝Ｂ
（

２ｘｎ
，

豆 ）

，

－

＿Ｂｎ
＝ ＿Ｂ

（

－

２ｘｎ
，

５ ）
，

ｎ
＝１

，

２
，

取
一

点２／
＝

｛％ ｝￡ ｉｅ即
°°

， 
．

 ｜ ｜

〇 ） ， 则ｌ ｉｍ ｓｕｐ
ｌ

ｗ
ｌ＜

ｉ
—

？ 〇〇

我们断言 ｓｕｐ
｜

ｒ
？ ｉ

｜＞｜
． 否则 ， 有

ｉ ￡Ｎ

ｓｕｐ
｜

＂ｉ
｜＜｜

？ 则
ｉ ｅＮ

１ ７１ ７

２／ 〇
＝

ｓｕｐ
｜

７
７ ｉ

｜
＋ ｌ ｉｍ ｓｕｐ ｒ

／ｉ ＾〇＋
＾

＇

〇＜

ｉ＾Ｎ〇 ｉ
—

＾ ｏｏ〇〇〇

矛盾 ． 因此存在 ｅｉＶ
， 使得

｜
％Ｊ＞｜

． 因此可以认为 ｒ
？ｉ Ｑ＞因此

， 由 ｓｕｐ
｜

ｒ
？ｉ

｜＜｜ 和
ｉ￡Ｎ

ｙ

＝

｛认二
ｅ
即

０°

，  ｜ ｜

？

 〇 ） ， 可得

ｌｋｎ 〇

－

２／
｜ ｜

ｏ
＝

ｓｕｐ Ｃｆ

０－
？

？ ｉ
｜
＋

＾

ｌ ｉｍ ｓｕｐ ｜ ＾
ｎ 〇－

ｒ
ｊｉ

ｉ ￡Ｎ〇 ｉ
—

＾ ｏｏ

＾ｍａｘ
｛ ｜

２
－

ｒ
？ｎ〇 ，ｓｕｐ ｒ

？ｊ ）
＋

＾

ｌ ｉｍ ｓｕｐ ｜

＾
｜

＾ ｉ＾Ｎ
，

ｉ
ｊ
＾ｎ 〇 ）〇 ｉ ＾ ｏｏ

＾
９１

，
． ．

．９ １５

则 由 队 。 的定义 ，
有 ｙ

ｅ 。
？ 因此

Ｉ Ｉ

？

 ｜

〇 ） 有
一致球覆盖性质 ．

§
２—致球覆盖性质在乘积空间

定理 ２ ． １ 令
（ 含

足 ， 

＿

 〇
是
一个乘积空间 ，

这里 ｐ
ｅ
 ［

１
，

＋ 〇〇
］

，
则下述论断等价 ：

（
１

） 存在 （ ｆｌ 足 ，
Ｉ Ｉ

＿

ｙ 的
一

个
一致球覆盖 ， 使得 （ ｆｔ 足 ，

Ｉ

？

 ｜ ｜ ｐ ） 的范数在球覆盖点是
ｉ＝ ｌ ｉ＝ ｌ

一致光滑的
；

（
２

） 存在 Ｘ
ｉ 的
一个一致球覆盖

，
使得 足 的范数在球覆盖点是

一致光滑的 ．

为 了证明这个定理 ， 我们首先给出
一

个引理 ．

引理 ２ ． １ 令 Ｘ 是
一

个 Ｂａｎａｃｈ 空间 ． 则下述论断等价 ：



２ 期 商绍强范数可微性和 Ｂａｎａｃｈ 空间的
一致球覆盖性质 １ ２７

（
１

） 集序列 ｛
Ｓ

（
ａ：？

，

ｒｇ ｝ｆ＝ １
是 Ｘ 的

一

个
一

致球覆盖 ，
且 Ｘ 的范数在序列 ｛？ ｝ ＾

°

＝ １
是

一致光滑的
；

（
２

） 存在
一

个有界序列 ｛？ ｝ 〗

°

＝ １ＣＸ
， 使得 Ｘ 的范数在序列 ｛

；ｒ？
；＾

°

＝ １ 是
一

致光滑的

且

＾（

ＳＵｐ （
ｄ

ｉ
ｒ

｜ ｜

ｘｎ
｜

，

ｘ
）
）
＞０ ．

ｘ ｅ ｓ
（
ｘ

）
＼
ｎ ｅＮ 乂

ｉｎｆ ｌｓｔ

ｘ ｅ ｓ
（
ｘ

）
＼
ｎ ｅＮ

＇

证 （
２

）
４

（
１

）
． 由条件 （

２
） ， 存在

一

个有界序列 ｛？ ｝ｆ＝ １
ｃＸ

，
使得 Ｘ 的范数在 ｛？ ｝ｆ＝ １

是
一

致光滑且

ｓｕｐ （
ｄＦ

｜ ｜

ｘ？
｜

，

ａ ；

） ）
＞０ ． （

２ ． １
）

ｎ ￡ ＪＶ ）

因为 Ｘ 的范数在序列 是
一

致光滑 ， 我们有

ｌ ｉｍ
（ｓｕｐ＼ ［

ｘｎ ＋ ｔｙ
＼
＋

 ＼ ＼

ｘｎ
－

ｔｙ
＼

－

２
｜＾？

｜ ｜ ］ ）
＝

０ ．

Ｖ
ｎ ｅ ＪＶ

， ｙ Ｇ Ｓ （
Ｘ

）
＊ Ｊ

因此
，
由 （

２ ． １
） ， 存在ｆｅｅ（

０
，
＋ 〇〇

） ，
使得ｉｎｆｓｕｐ 〈

ｄＦ
｜ ｜

ｘｒａ
｜ ｜

，

ｘ
〉
＞ｆｃ ？ 此夕卜 ，

由ｆｃ＞０
， 存在

一

ｘ ｅＳ
（
ｘ

） ｎ ｅＮ

个实数 ５ｅ
（
０

，

｜ ） ， 使得如果 ０＜


ｔ
｜
＜５

，
则

ｓｕｐ
ｎ £ Ｎ

， ｙ £ Ｓ （
Ｘ

）

； ［ ｜ ｜

＾ｎ＋ ｔｙ
＼ ＼
＋

 ＼

ｘｎ

—

ｔｙ
＼ ＼

—

２
｜

ｘｎ
｜ ］

Ｊ

＜ ■

（
２ ． ２

）

因为 ｘ 的范数在 ｛？ ｝ 〗

°

＝ １
是
一

致光滑 ， 我们得到对每个 ｎｅＴＶ
，Ｘ 的范数在点 是

ＩＶｅｃｌｉｅｔ 可微的 ■ 因此存在
一

个泛函 ＜
＝ ｄＦ

｜

ｘ？
｜ ｜ｅ取

＊

） ， 使得

１ ；＿
ｘｎ ＋ ｉ

２／
｜ ｜

－


ｘｎ

｜ ｜ ｆ Ｊ ？＿ Ａ ＼

ｘｎ

－

ｔｙ
＼ ＼

－

 ＼

ｘｎ
＼ ＼ Ｍ＿ Ａ

＾
—

〈
ｄ

ｉＨ Ｉ 

尤ｎ
， ？／ 〉 ，ｊ

？—
￣

＼
ｄＦ

＼ ＼

＾ｎ
＼ ＼

ｉ ｙ ） 

？

，

对每个 ｎｅＪＶ 成立 ． 我们断言对每个 ｎｅＡＴ 和 ｙ
ｅＳｐＱ ，

下述不等式

（

２ － ３
）

ｘ？ ＋ ｔｙ 

－

 ｜ ｜

ｘ？
｜ ｜

（
ｄＦ

＼ ＼

ｘｎ
＼ ＼

， ｙ ）

ｋ

对每个 ０＜ 
＜５ 成立 ？ 事实上 ，

因为 Ｘ 的范数在 是
一致光滑且 ／⑷ ＝ ｈ 

＋ 勿
丨

在 丑 上是
一

个凸函数 ，
由

（

２ ． ３
） ， 我们得到如果 ０＜ 亡 ＜５

， 则

＋

順Ｘｒａ
｜Ｕ 〉 ， 〈Ｗ ｜

， ｙ 〉 ，

对每个 ｎｅＪＶ 成立 ． 因此
， 由上述不等式 ， 我们有

傷 ｜ＷＵｋ１

七 Ｉ Ｉ

，

对每个 ｎｅＪＶ 成立 ？ 此外 ， 由 （
２ ． ３

） ， 我们得到如果 ０＞ｉ＞
－

５
，
则

＾ 
＋ ｔｙ

ｆ

－ ＾Ｕ
（
ｄＭ ｙ ） ，＾

－

ｔｙ

［

－ ＾
＞

（
ｄＭ ｙ ） ，

对每个 ｎＧＡＴ 成立． 因此
，
由上述不等式 ， 我们有

－

ｔ

Ｗ
＾

－

ｔｙ
－

＼ ＼

ｘｎ

＾
｛Ｍｘｎ ｌ ｙＨ

＿

１ １

？ ＋
勿 ＂

－

｜ ｜

？
｜ ｜

丨

（

２ － ４
）

（

２ ＿ ５
）

对每个 ｎｅＡＴ 成立？ 注意
（

２ ． ２
）
和

（

２ ．４
） （

２ ． ５
） ， 我们得到对每个 ｎｅＴＶ 和 ｙ

ｅ５
（
Ｘ

） ，
如果

０＜
⑷

＜５
，
贝 ｉ

ｊ

ｘｎ＋ ｔｙ 

－

 ｜ ｜

ｘ？
｜ ｜

（

ｄＦ
＼ ＼

ｘｎ
＼ ＼

， ｙ ）

ｋ

＜
１ ６

＇

（

２ － ６
）
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取 ／ｉＧ （
２

， 
＋ 〇〇

） ，
使得 ／１啬 和 Ｍ＞４ ？ 此外 ， 取 ｒＧ

（
０

， 蠢 ）
． 对每

一

个 １ 彡 ｎ＜〇〇
，
我们定义

闭球 艮 ，
这里

—ＢＨ
－

７

＊

）
ｘ

７ｉ
ｊ 
ｈ
＿

 ５几
＿Ｉ

； 
２

ｊ 

？  ＊ ？

．

显然
， 每个闭球 Ｂ

ｎ 到原点的距离不超过 ｇ
＋ ｒ

■

． 我们断言
〇〇
 １

Ｓ
（
Ｘ

）
Ｃ ＼ｊ Ｂ

（
｛
ｈ ＋ ｒ

）
ｘｎ ，

ｈ
－

）

．

事实上 ，
因为 ｉｎ

，

ｆ

、

ｓｕｐ 〈
ｄＦ

｜ ｜

ａ；？ ，

ａ；

＞＞ｆｃ ， 我们得到对每个 ｙｅＳ （

Ｘ
） ， 存在 ；ｒ

＊

ｅ
ｘ ＾Ｓ

（
Ｘ

） ｎ ｅＮ

｛
ｄＦ

ｌ Ｉ

ａｇ ｝＾ ，
使得 ａ ；

＊

（ ２／ ） 彡 ｆ
＞０ ． 我们可以认为 ｆ＝ｄＦ

｜

ａ
＾ ｜

对某个 １ 彡 ｊ＜〇〇 成立 ．

因此存在 Ｚ
？
１ｅｉ？ 和

一

点Ｗ
ｊ
ｅ＝

｛
ｘｅＸ ：

〈
ｄ

ｉＨ ｜

ｘ
ｊ ｜ ｜

，

ａ
＾ 〉

＝０
｝ ，
使得ｙ

＝

卢内
＋ Ｕ

ｊ
？ 则

ｆ＜ 汍 彡 １ ． 下面证明 ｙ
ｅ５

（
（
／１ ＋ ７

＂

）
工
） ，

／１
＿

ｉ
）

？ 否则 ， 我们有

ｈ ￣

＼
＜
＾ｈ ＋ ｒ＾

￣

ｙ ＾

＝

 ＼ ＼ （
ｈ ＋ ｒ

￣

Ｐ＾ ）
ｘ
〇

－

ｕ
ｊ ＼ ＼

－

因此
，
由上述不等式 ，

我们有如下不等式 ：

＜
 １ １ （

九＋ ｒ
＿

ＡＯａ

＿

％ 

＿

九

＝

＼ ＼ （
ｈ＋ ｒ

－－

Ｕ
ｊ Ｗ

－

ｈ
＼ ＼

ｘ
ｊ ＼ ＼

＜ ＼ ＼ （
ｈ ￣

Ｍｘ
ｊ

－

Ｕ
ｊ Ｗ

－ ｈ
Ｗ
ｘ
ｊ Ｗ
＋ ｒ

Ｗ
ｘ
ｊ Ｗ

＝

（
ｆｅ ￣

Ａ ）

｜ ｜

ｘ
ｊ

－

ｈ
＾

／
３
ｉ

ｕ
Ｊ

－

（
ｈ － ｒ＾ Ｘ

ｊ Ｗ

＝

（
／？
－ Ａ ）

｛
｜ ｜

ａ：

ｊ

－

Ｊ ＾
ｕ
ｉ

－

 ｌｌ
＇

ｌ

｝

－

（Ｐ ｉ

￣

ｒ
） ＼ ＼

ｘ
ｊ ＼ ＼

－ （
２ － ７

）

因为 ”Ｇ
 （
０

， 啬 ） 和 ｆ
＜Ａ＜１

， 我们有 汍
－

ｒ＞
ｆ 

？ 此外 ，
因为 ｆ

＜ 汍 ＜１ 和 Ｍ＞４
，

由 ＪＧ
 （
０

，

｜ ） ， 我们有 （
／ｉ
－＞１ ． 因此

， 由 （
２ ． ６

） ， 我们有

｜

（
／ｉ
－

 ／
３
ｉ ）

｜ ｜

ｘ
ｊ

－

匕
― ？

Ｕ
ｊ

－

 ｜ ｜

ａ ；

ｊ ｜ ｜

｜

－

（
ｄＦ

＼

ｘ
ｊ ＼

，

－

ｕ
ｊ ）＜ ．

此外 ，
因为 〈

ｃＭ Ｉａ Ｉ Ｉ

，

－

％ 〉

＝０
，
由上述不等式 ， 我们有

（
ｈ
￣

Ｐ ｉ ）

｛ ＼

Ａ
ｈ
－

ｐ１

Ｕ
ｊ

ｋ

＜
１ ６

－

因此
，
由 ｆｔ盖 和 ／

？
ｉ
—

ｒ＞
言 ， 我们有

１ ６
（

ｈ ￣ Ｐｉ
）

｛
＼

Ｘ
３

ｈ
－

ｈ

－

Ｋ
－

ｉ

｝

－

ｉ＾ ｉ

｝

－

（ａ

－

＾
）  ｉ ｉ＾ ｉ ｉ

ｙｆｃ ／ ０
ｖ

＾ｋｋｋ

矛盾 ． 因此
ＯＯ
 １

Ｓ
（
Ｘ

）
Ｃ ＼ｊ Ｂ

（
ｉ
ｈ ＋ ｒ

）
ｘｎ ，

ｈ
－

ｙ

这表 明集序列 ｛
Ｓ

（
ａ；？ ，

ｒ？
） ｝ｆ＝ １

是 Ｘ 的
一

个
一

致球覆盖且 Ｘ 的范数在 ｛？ ｝ｆ＝ １
是
一

致

Ｆｒｅｃｈｅｔ 可微的 ．
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⑴泠⑵ ？ 由条件 （
１

） ， 存在
一

个集序列 ｛
Ｓ

（ｗｕ 
Ｘ 的

一

个
一

致球覆盖 ，
且 Ｘ

的范数在 ｛？ ｝ ＾

°

＝ １ 是
一致 Ｆｒｅｃｈｅｔ 可微的 ． 我们可以认为

因此存在两个实数 〇 ：＞０ 和 卢 ＞０
， 使得 ｓｕｐ ｜ ｜

？
｜ ｜＜ ／

３ 和 ｉｎｆ
（ ｜ ｜

；ｒ？
｜ ｜
－ 因此

ｎｅＮｎ ＾Ｎ

队 ＝

｛
Ｂ

（
ａ：ｎ

，

ｒｎ＋
ｆ 

） ｝二 １ 是
一

个球覆盖 ， 满足 ｉｎｆ
（ ｜

ａ ；ｎ
｜

－

ｒ？ ）＞（ ｜ ）

？

ａ ． 下面证明存在

ｋｅ （
０

，
＋ 〇〇

） ，

ｉｎｆｆ
ｓｕｐ 〈

ｄ
＿ｐ

｜ ｜

ｘｎ
｜ ｜

，

ｘ
〉 ）＞ｆｃ ． （

２ ． ８
）

ｘ ｅ ｓ
（
ｘ

）
＼
ｎ ｅＮ ^

事实上 ， 假设 （
２ ． ８

） 不成立 ． 则存在
一

个序列 ｛々 ｝＆ＣＳ
（
Ｘ

） ， 使得 ｓｕｐ ＷｉＨ ｌ

ａｇＵ 〉
４０

，

ｎ ￡Ｎ

ｉ４〇〇 ＿ 因此可以认为 〈如 ｜ ｜

？ ，蚴 ＜
ｆ 对每个 ｎｅｉＶ 和 ｉｅｉＶ 成立 ？ 因此

， 由 Ｓ
（
Ｘ

）ｃ

｛
Ｂ

（？ ，

？

■

？＋
ｆ ） ｝＝＝ １ ， 可得对每个 而 ｅＳ

（
Ｘ

） ， 存在 ｊｅｉＶ
， 使得 為 ｅ 召㈨巧 ＋

ｆ ）
＿ 这表明

＾
＋ ｒ

Ｊ
＞

＾
ｊ

－

＾
１ １＞ ｛

ｄＦ ｘ
ｉ ｂ

ｘ
ｉ

￣

ｚ
ｉ ）＞ ｋｊ ｌ

－

（
＾Ｆ

ｌｋｎ Ｕｉ ）＾ Ｉｋｊ ｜ ｜

－

｜
－

因此
ｆ
＋

〇
＋

ｆ 彡 ｈ ｌ ｌ

？ 然而 ， 我们 已经证明 了 ｉｎｆ
（ ｜ ｜

ｘｊ

－

ｒｇ
＞
（ ｜ ）

ａ
， 矛盾 ？

＊

＊

ｎ￡Ｎ

下面证明定理 ２ ． １ ．

证 ⑴今⑶ ． 因为存在
（ 含

足
， 

？的
一

个
一致球覆盖 ， 使得

（ 含
足

，
｜ ｌ 

？

 ＂〇
的范数

在球覆盖点是
一致光滑的 ，

由 引理 ２ ． １
， 存在

一

个有界序列 ｛ （＆
，

？
， ，

使得 （ ｆｔ
Ｘ

ｉ
，

｜ ｜ 

＿

ｉ
＝ ｌ

Ｐ ） 的范数在 是
一

致光滑的且

， ， ｖ ，（
ｓｕｐ （

ｄＦ
｜ ｜ （
ｘ ｉ

，

？
，

Ｘ２
，

ｎ
） ｜ ｐ ， （

ａ ：

ｉ ，

Ｘ２ ） ）
）

＝ ４ｒ£
（
０

，

１
］

． （

２ ． ９
）

（
ｃｃ ｉ

，

ｃｃ ２ ）
£ ５

（
Ｘ ｉ 

Ｘ Ｘ２ ）
＾
ｎＧＮ ，

此外 ， 可以认为 ｛ （町 ，

？ ， 奶
，

？
） ｝＾ 外而 ｘＸ

２ ）

． 进一步 ， 可得

｛ （
丨 ｌ

，

ｎ ，

￥ ２
，

ｎ ） ｝ ｎ＝ ｉ
＝

｛ （
丨

１
，

７１ ，

＿

丨２
，

ｎ
） ｝ ｎ＝ ｉ

Ｕ
｛ （

—

Ｘ ｉ
，

ｎ ，

０； ２
，

ｎ ） ｝ｎ＝ ｉ

Ｕ
｛ （

Ｘ
ｌ

，

ｎ ，

尤
２

，

ｎ ） ｝ ｎ＝ ｌ
Ｕ

｛ （

—

Ｘ
ｉ

，

ｎ ，

—

Ｊ；２
，

ｎ ） ｝ ｎ＝ １
． （

２ ． １ ０
）

因为
（ ｆｔ 足 ，

１ １
？

Ｗ 的范数在 ｛ 〇＾ ，￣ ） ｝匕 是
一

致光滑的
，
我们得到对每个 ｅｅ

ｉ
＝ ｌ

（
０

，

１
） ， 存在Ｊｅ

（
０

，

ｍ ｉｎ
｛ 悬 ，

ｒ
｝ ） ，
使得

（
１

） ｜片
１
—

疼＜ｅ和 ｑ
ｐ—ｐ

 ＜ｅ对每个满足 ｜

ｔ
ｉ ＜４

， 如 丨

《 ４
，

｜

ｆ
ｉ
—

ｈ
ｉ＜

２５ ＋ ２
（

１＋
Ｑ

ｐ－
２

（
１
－

＃ ， ｐ＃
＋ 〇〇成立

；

（
２

） ｓｕｐ
［ （

ｘ
ｉ

，

ｎ ，

ｘ
２

，

ｎ ）
＋ ｔ

（ｙ ｉ ， ｙ２ ） ＼ ｐ
＋

 ＼ （
ｘ

ｉ
ｔ

ｎ ，

ｘ ２
，

ｎ ）

－

ｔ
（ｙ ｉ ， ｙ２ ） ＼ ｐ

（ｙ ｉ
， ｙ ２ ）

ｅＳ
（
Ｘ １ ｘＸ２ ） ，

ｎ £ Ｎ
ｔ

＋ ２
｜ ｜ （

；ｒ
１

，

？ ，

ａ；

２
，

？ ） ｜ ｜

ｐ
］
＜ ｅ

， （

２ ． １ １
）

对每个 ０＜
 ｜

ｉ

＜５ 成立． 为叙述清楚 ， 我们将 ⑴今⑶ 的证明分成下面三种情况 ．

情况 Ｉ 令 ｐ

＝１ ． 则 由
（

２ ． ９
） ，
我们可以认为

｜ ｜

；ｎ
，

ｎ
｜
＞ｒ

■

和
｜ ｜

ａ； ２
，

ｎ
｜ ｜
＞ｒ

■ 对每个 ｎｅ ＿ ／Ｖ

■

成

立 ． 因此
，
由

（

２ ． １ １
） ， 可得

ｓｕｐ＾ ［

ｘ
ｉ

，

ｎ＋ ｔｙ ｉ
＼ ＼
＋

 ＼ ＼

ｘ １
＞

ｎ
－

ｔｙ ｉ
＼

－

２
｜ ｜

ｘ ｉ
，

ｎ
｜ ｜ ］

ＶＡ Ｓ
（
Ｘ

ｉ ） ，

ｎ ｅＮ
ｔ

＜ ｓｕｐ＾ ［ （
〇 ：

１
，

？ ，

０ ：

２
，

？ ）
＋ ｆ

（ｙ ｉ ，

０
） ｜

ｌ＋ ＼ （
ｘ

ｌ
ｔ

ｎ ，

Ｘ ２
，

ｎ ）

－

ｔ
（ｙ ｉ ，

〇
） ｜ ｜

ｌ

（ｙ ｉ ，

０
）
ｅＳ

（
Ｘ １ ｘ Ｘ２ ） ，

ｎｅＮ
ｓ
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＋ 
２

 （
ｘ

ｉ
；

ｎ
ｊ 
Ｘ２

，

ｎ ） ｜ ｜

ｌ
］＾＾

５

对每个 〇 〈 ⑷ ＜６ 成立 ． 因此 Ａ 的范数在集合 是
一致光滑的 ． 此外

，
我们有

（
ｄＦ ｘ

ｈｎ ＼ ｉ
ｄＦ ｘ

２
，

ｎ
＼ ＼ ）

ｅｓ
（ （
ｘ

ｘｘｘ
２ｙ ）ｆｎ

｛ ｛．

＾Ｆ


＾
ｌ

，

ｎ
 ｜ ｜  ５ 

＾Ｆ
｜ ｜

＾ －

２
，

ｎ
 ） 

？ （
＾

ｌ
，

ｎ
ｊ 
＾ ２

，

ｎ ） ）
￣

 ｉ
＾Ｆ

 ｜ ｜

＾ －

ｌ
，

ｎ
 ｜  ｊ 

＾
ｌ

，

ｎ
） ｛

＾Ｆ
 ｜ ｜

＾ ２
，

ｎ
｜ ｜  ； 
＾ ２

，

ｎ
）

＝

｜ 

尤
ｌ

，

ｎ
｜ ｜
＋

 ｜

ｚ ２
，

ｎ
｜ ｜
＝

 ｜ ｜ （
怎

１
，

７１ ，

怎 ２
，

７１ ） ｜ ｜

１ ，

对每个ｎＧｉＶ成立 ？ 这表明
（

ｄ
ｉＨ ａ＾ ｌ ｌ

ｄＦ ａ＾Ｊ ）
＝

ｄＦ
｜ ｜ 〇

ｒ
１

，

ｎ ，

；ｒ２
，

ｎ ） ｜ ｜

１对每个ｎｅＡＴ
成立 ．

因此
， 由 （

２ ． ９
） 和 （

２ ． １ ０
） ， 可得如下不等式 ：

＝

 （
， １ ，

０
）
ｉｆｘ １ ｘＸ２ ）

（＾
Ｐ ＜ （
＾

｜

Ｘ ｌ
＇

＂
ＩＵＦ

ｌ＾ ｌ ｌ ） ＇ （
：Ｃ ｌ ；

〇
） ＞

）

＞ ｉｎｆ（
ｓｕｐ （

ｄＦ
｜ ｜ （
ｘ

ｉ
 ，

ｎ ） 
＾２

，

ｎ ） ｜

ｌ ， （
ａ ：

ｌ ，

ａ ：

２ ） ）
）
＞〇 ？

（
ｃｃ ｉ

，

ｃｃ ２ ）
£ ５

（
Ｘ

ｉ 
ｘ Ｘｇ ） ＾

ｎ £ ｉＶ
＇

因此
， 由 引理 ２ ． １

， 存在 而 的
一

个
一致球覆盖 ， 使得 ＆ 的范数在球覆盖点是

一致光滑的 ．

类似可得存在 ｘ
２ 的

一

个
一致球覆盖 ， 使得 ｘ

２ 的范数在球覆盖点是
一

致光滑的 ．

情况 ＩＩ 令 ｐｅ （
０

，
＋ 〇〇

）
． 则 由 Ｈａｈｎ－Ｂａｎａｃｈ 定理 ， 存在两个泛函 的 ｅＳｐｑ ）

和

的
，

？
ｅＳ

（
Ｘ

２

＊

） ， 使得 的
，

？ （町 ，

？ ）
＝和４

，

？ （
ａ ：

２
，

？ ）
＝

 ｜

ａ ：

２
，

？
｜ ｜

． 因此存在 ； ｅ
（
０

，

＋ 〇〇
） 和

入
２

，

７１Ｇ（
〇

，

＋ °°
） ，使得 （

Ａ
ｌ

，

ｎ的
，

ｎ ，

Ａ
２

，

ｎ的
，

义
２ ）

＊

） 和 〈 （
入

１
，

７１的
，

几 ，

入
２

，

ｎ的
，

ｎ ） ， （
尤

ｌ
，

ｎ ，

尤
２

，

ｎ ） 〉

＝ １ 对每个 ｎｅＡＴ 成立 ． 则 如
Ｉ Ｋｘｍ ， 抑

，

ｎ ） ｜ ｜ ｐ
＝

（
Ａ

１
＞

ｎ的
，

ｗ
ＡｍｚＵ 我们断言存在两个 ｛

ｎ
｝

的子序列 ｛Ｍ 和 ｛％ ｝ ， 使得 ｛
ｎｊ ｕ

ｆ
ｎ

ｊ ｝
＝

｛
ｎ
｝ 且 ＞ｒ＞Ａ＾

． 否则 ， 我们有 Ａｂ
４０

，

ｎ４００ ？ 因此
， 由 Ａ

１
＞

ｎ４０
， 可得对每个 ｅ＞０

， 存在 ６ｉＶ
， 使得 心… ＜

ｆ
对每个 ｎ＞ｎｅ

成立 ？ 因此
， 由 ＨａＪ ｔｍ－Ｂａｎａｃｈ 定理 ， 存在

一

个泛函 ｅＸ
”

， 使得 〈的
，

？ ， ＜， ＝
０ 对每个

ｎ 彡 ｎ〇 成立 ． 因此
，
由 Ｇｏ ｌｄｓｔ ｉｎｅ 定理

，
存在

一

点 ６ 巧义 ） ，
使得

Ｉ

Ａｍ 〈的
，

？
ｒｅ 〉 ｜

＜ｅ 对每

个 ｎ 彡 ｎ〇 成立 ． 这表明 ｓｕｐ？ ，

ｘ
ｅ ＞ ｜

＜ｅ ． 则
ｎ ｅＮ

５

ｉｎｆ１

（
ｃｃ

ｉ
，

０
）
ｅ５

（
Ｘ ｉ ｘ Ｘ２ ）

ｓｕｐ （ （

Ａ
ｉ

，

？ ａ ：

ｉ
ｉ

？ ，

Ａ
２

，

？ ａ ；

２
！

ｎ ） ， （
ｘ

ｉ ，

０
） ）

ｊ

＝
０

，

这表明 （
２ ． ９

） 不成立 ， 矛盾 ． 我们断言

事实上 ， 假设这个公式不成立 ． 则 由 如
｜ ｜ （町 ，

？ ， 吻
，

？ ） ｜ ＾
＝

（
Ａｕ＾ Ａｈ ａ＾ ） ， 可得如下等

式 ：

ｉｎｆ （ 

ｓｕｐ 〈 （Ｋｎ
ｉ

，

入＾ｘＵ Ｏｎ ，

。
） 〉

）
（
ｘ

ｉ ，

０
）
£ Ｓ

（
Ｘ

ｉ 
Ｘ Ｘ２ ）＇

 ｉ ｅ ｉＶ

ｉｎｆ ｌ
ｓ、

（
ｘ

ｉ
，

０
）
£ ５

（
Ｘ

ｉ 
ＸＸ２ ）

＾
 ｉ ｇＡＴ

＾？ （ （
＾

｜ （
〇 ；

１＾ ，

〇 ；

２
，

？
， ） ｜ ？ ，（

ｘ
ｉ ，

０
） ）

Ｊ
＜ｒ ．

Ｃ． Ｎ ／

因此
， 由 （

２ ． ９
） 和 ｛叫 ｝

Ｕ
｛％ ｝

＝

｛
ｎ

｝ ， 存在
一

个 自然数 、 ６
｛％ ｝ 和

一

点 ｑｅＳｐ＾ ） ，
使得



商绍强范数可微性和 Ｂａｎａｃｈ 空间的
一

致球覆盖性质 １ ３ １２ 期

注意ｎ＊
Ｇ
｛％

？

｝ ， 由Ａ ｌ
ｉ

ｎ
ｉ＞ｒ彡和ｘ ｔ

，

ｎ
ｅＳｐｑ

１

） ， 可得

『 彡 久
１

，

７１
： ／ 。
＞

〈
久

１
，

７１

允
尤

１
，

７１

允
，

之
１ 〉

＝

〈 （
久

１
，

打
： ） 〇

２：

１
，

７１

允
，

久２
，

７１
： ？

－

〇

２：

２
，

７１
： ／

（ ）

） ， （
之

１ ，

０
） 〉
＞ ２ ７

＊

，

矛盾 ． 为 了方便书写 ， 我们将 ｛
ｎｊ 写成 ｛

ｎ
｝

． 贝 ｜

Ｊ

（

ｓｕｐ ＷｉＨ ｌ

ａ＾ ｗ 〉

）為
ｆ（

ｓｕｐ何
，

ｎ ，４
）

＞ ０ ．ｉｎｆ…

ｘ
ｉ ６５ （

Ｘ ｉ ）
Ｖ
ｎ ６ ７Ｖ

＇

我们下面证明 的范数在 上是
一

致光滑的 ． 因此
， 由 ｒ＞ ， 存在 ｅ

 （
０

，

１
） ，

使得 ｉｎｆ
 卜

ｎ ＾Ｎ

证明 ， 可得

使得 ｉｎｆ
 ａ＾Ｊ

＝２
／
ｘ
ｐ
＞０ 对每个 ｎｅｉＶ 成立

，
则 ／

ｚ
ｐ
＞２＆ 此外 ， 由 （

２ ． １ １
） 和引理 ２ ． １ 的

ｎ ￡Ｎ

ｓｕｐ

（
．ｙ ｉ ｔ ｙ ２ ）

＾Ｓ
（
Ｘ ｘ

ｘＸ２ ） ，

ｎ＾Ｎ

［ （
ｘ

ｉ
，

ｎ ，

Ｘ
２

，

ｎ ）
＋ ｔ

（ｙｕ Ｖ２ ） ＼ ｐ

－

 ＼ （
ｘ

ｉ
，

ｎ ， 
Ｘ ２

，

ｎ ） ＼ ＼ ｐ ］

｛
ｄＦ （

ｘ
ｉ

，

ｎ ，

Ｘ ２
，

ｎ ） ＼ ＼ ｐ ， （ｙ ｉ ， ｙ２ ） ）
＜￡

和

ｓｕｐ

（ｙ ｉ ｉ ｙ ２ ）
＾Ｓ

（
Ｘ ｉ ｘＸ２ ） ，

ｎ￡Ｎ

「
［  （

工
１

，

７１
，

工 ２
，

ｎ ）

—

（
（ ２／ １ ， ｙ２ ）  ｉ ｐ

—

 Ｉ （
工

ｌ
，

ｎ
，

工 ２
，

ｎ ） ｜ ｜ ｐ ］

＿

〈
如， ｌ

，

ｎ ，

￥
２

，

ｎ ）  ｜Ｕ （ ２／ １ ， ２／２ 》 ＜ ￡
，

对每个 ０＜ ㈨ ＜５ 成立 ． 因为 ２／
＝Ｐ 在 Ｅ

＼ ｛
０
｝ 是可微的 ，

由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 中值定理 ， 存在
一

个实数 ？
／ ｌ

，

ｎｅ丑
， 在 ｜ ｜

ａ；
ｌ

，

ｎ
ｐ
＋

 ｜ ｜

〇：

２
，

《 『 和 ｜ ｜

￥
ｌ

，

ｎ＋ ＾／ ｌ
｜

Ｐ
＋

 ｜ ｜

￥２
，

ｎ＋ ｔｙ２
｜ ｜

Ｐ
之间 ，

使得

（
ｘ

ｉ
，

ｎ
，

Ｘ ２
，

ｎ
）
＋ ｉ

（ ２／ ｌ ， ２／２ ） ｐ

￣

 ＼ （
ｘ

ｉ
，

ｎ
， 
Ｘ ２

，

ｎ
） ＼ ｐ

＝ ＋
＾ ｌ

｜ ｜

Ｐ
＋

ｘ ２
）

ｎ＋ ｔｙ２
＼ ＼

Ｐ￣

 ＼

ｘ
ｌ

ｊ

ｎ
＼ ＼

Ｐ̄

ｒ

因此
， 由 ｜ ｜  （

Ｘ ｌ
，

ｎ ，

工２
，

ｎ ）
＋ 亡

（ ２／ １ ， ２／２ ）  ｐ

—

  （
工

ｌ
，

ｎ ，

工 ２
，

ｎ ）  ｜ ｜ ｐ
〈Ｊ和 ｜ （

工 ｌ
，

ｎ ，

工 ２
，

ｎ ）  ｜ ｜ ｐ
＝１

， 可 ４守

＼ ＼

ｘ ｉ
，

ｎ ＋ ｔｙ ｉ

Ｐ
＋ ＼ ＼

ｘ２
，

ｎ＋ ｔｙ２
＼ ＼

Ｐ
＾（ ＼ （

ｘ ｉ
，

ｎ ，

Ｘ２
，

ｎ ） ＼ ｐ
＋ Ｓ

）

ｐ
＝

（
１＋  ＜５

）

Ｐ

和

ｘ
ｉ

ｔ

ｎ＋ ｔｙ ｉ

Ｐ
＋


ｘ ２

，

ｎ＋ ｔｙ２

Ｐ
＞（ ｜ （

ａ ；

ｌ
，

ｎ
，

Ｘ２
，

ｎ
） ｜ ｐ

－

５
）

Ｐ
＝

（

１
￣

５
）

Ｐ
．

此外 ，
不失

一般性 ， 我们可以认为 （
１＋卬

－

１

＜２ ？ 此外 ，
由

ｌ ｌ Ｏ
ｒｗ ａ＾ｌ

＝１ 和 取？ 的定

乂
， 可得 》

？ ｌ
，

ｎ彡
（

１＋  ＜＾
）

Ｐ
？ 因此

，
由 》

？ ｌ
，

ｎ彡
（

１＋  ＜＾
）

Ｐ
和

（

１＋  ＜５
）

Ｐ
＿

１

＜２
， 可得

Ｏ
＜ （ （

１＋ Ｊ
）

Ｐ

）

１
＿

＊＝
（

１＋ 占广
１

＜２ ．

此外 ，
由

｜ ｜ 〇
Ｃ
ｌ

，

ｎ
，

Ｘ２
，

ｒａ
） ｜ ｜ ｐ

＝１ 和前面的证明 ，
有

ｉ
－

１

ｓｕｐ

（ ｙ ｉ
， ｙ２ ）

＾ Ｓ
（
Ｘ

ｉ 
ｘ Ｘ ＜

２． ） ，

ｎ＾Ｎ
（

Ｖ ｌ
，

Ｊ
＾

［

Ｘ
ｈ ｎ＋ ｔｙ ｉ

＼

Ｐ
＋

 ＼

ｘ
２

，

ｎ ＋ ｔｙ２
＼

Ｐ
－

＼ ＼

ｘ
ｉ

，

？
＼ ＼

Ｐ
－

＼ ＼

ｘ
２

，

ｎ
＼

Ｐ

（

ｄＦ
＼ ＼ （
ｘ ｉ

，

ｎ
，

Ｘ２
，

ｎ
） ＼ ＼ ｐ ， （ｙ ｉ ， ｙ２

） ）
＜￡

，

对每个 ０＜
Ｎ

＜ ＜５ 成立 ． 因此
， 由上述不等式和 ＜２

， 有

ｓｕｐ

（ ｙ ｉ ， ｙ ２ ）
＾Ｓ

（
Ｘ ｉ

ｘＸ２ ） ｉ

ｎＥＮ

［ ＼ ＼

ｘ
ｉ

，

ｎ＋ ｔｙ ！
＼

Ｐ
＋

 ＼ ＼

ｘ２
，

ｎ＋ ｔｙ２
＼ ＼

Ｐ￣

 ｜ ｜

ｘ
ｉ

，

？
｜ ｜

Ｐ－

 ｜ ｜

ｘ２
，

ｎ
｜ ｜

Ｐ

］

）

ｌ
－ Ｉ

Ｐｎ ｉ
＞

ｎ

Ｐ

（

ｄＦ ｛
ｘ

ｉ
，

ｎ ，

Ｘ
２

，

ｎ ） ＼ ＼

， （ｙ ｉ ， ｙ２ ） ）＜ ＰＶ ｌ
，

ｎ

Ｐ

￡＜２Ｐｅ ．
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对每个
〇＜

ｔ
｜＜Ｊ成立？ 类似地 ， 可得存在７

＾２
，

ｎＧｉ？ 在 ｜

ｘ
ｉ

，

ｎ
｜ ｜

Ｐ ＋
 ｜

；Ｃ ２
，

ｎ
｜ ｜

Ｐ
和 ｜ ｜

￥
ｌ

，

ｎ 

—

＾／ ｌ
｜ ｜

Ｐ
＋

ａ ； ２
，

ｎ

－

切２
Ｐ
之间

，
使得ｄ

，

？

Ｐ

＜２和

ｓｕｐ

［ ｙ ｉ
， ｙ ２ ）

ｅＳ
［
Ｘ ｉ ｘＸ２ ） ，

ｎＧＮ
（

［ ｜ ｜

ａ；
ｌ

，

ｎ

－

ｔｙ ｉ
＼

ｐ
＋

 ＼ ＼

ｘ２
，

ｎ

－

ｔｙ２
＼ ＼

Ｐ－

 Ｉｋ ｌ
，

ｎ
｜ ｜

ｐ－

 ｜ ｜

ａ ；

２
，

Ｔｉ
｜ ｜

Ｐ

］

）

ｌ
Ｉ

■

ＰＶ２
Ｐ

（
＾ｆ （

ｘ
ｉ ，

Ｘ ２
，

ｎ ） ＼ ＼ ｐ ， （ｙ ｉ ， ｙ２ ） ）

１
ｉ

＜ Ｗ１２
Ｐ
ｅ ＜ ２ｐｅ ，

对每个 ０＜ ｜

ｉ ＜ ＜５ 成立？ 则我们得到 仍
，

？
－

ｒ
？２

，

？ ＜２
（
１＋－

２
（
１
－

５广 因为

（
Ｘ

ｉ
，

ｎ ，

Ｘ２
，

ｎ ） ｜ ｜ ｐ
＝１

，
由ＪＧ

（
〇

，

ｆ ） 和 ｜ ｜ （ ？／ ｌ ， ２／２ ） ｜ ｐ
＝１

， 有

＼

ｐｎ ｌ
，

ｎ  （
ｘ

ｉ
，

？
， 
Ｘ ２

，

ｎ
）  ， （ｙ ｉ ， ｙ２ ） ＞

－

ｐｖｌ
，

ｎ ＩＸ ２
，

ｎ ）  ｜ ｜

， （＾ １ ， ＾ ） ）  ｜

＾ ｐ
｜

？
７ ｉ

，

ｎ

ｐ－
Ｖ２

，

ｎ

Ｐ

＼

－

 ＩＭＦ ｜ ｜ （
ｘ

ｉ
，

？
，

ｘ ２
，

ｎ ） ｜ ｜ ｐ ｜ ｜

？

 ＼ ＼ （ｙ ｉ ， ｙ２ ） ＼ ＼ Ｐ＾
２ｐｅ ，

对每个 ０＜ ｜

ｆ
＜５ 成立． 因此

，
由上述不等式 ，

有

ｓｕｐ （ ＼ 
［ ｜ ｜

ｘ
ｉ

，

？＋ ｔｙ ｉ


ｐ
＋ ｜ ｜

ｘ
ｉ

，

ｎ

－

ｔｙ ｘ
 ｜ ｜

ｐ
＋ ＼ ＼

ｘ２
，

ｎ＋ ｔｙ２
｜ ｜

ｐ

（ ｙ ｉ
， ｙ ２ ）

ｅｓ
（
ｘ １ ｘ ｘ２ ） ，

ｎｅＮ

ｌ ｌ

＾
．

ｎ

－

ｔｙ２
＼ ＼

ｐ－
２

｜ ｜

ｘ
ｉ

，

ｎ
｜ ｜

ｐ－
２ ａ；

２
，

Ｔｌ
｜ ｜

ｐ

］

）

彡 ｓｕｐ

（ ｙ ｉ
， ｙ ２ ）

＾Ｓ
（
Ｘ ｉ ｘ Ｘ２ ） ＞

ｎ＾Ｎ

Ｌ

［ ｜ｋ ｌ
，

ｎ＋ ｔｙ ｔ Ｙ
＋

 ＼ ＼

ｘ２
，

ｎ＋ ｔｙ２
＼ ＼

Ｐ－

 ｜

ａ ：

ｌ
，

？
｜ ｜

Ｐ－

 ｌ ｉｇｎ
ｉｎ

）

１
１

，

ｎ ） 
Ｘ２

，

ｎ ） ＼ ＼

， （ｙ ｉ ， ｙ２ ） ）

ｓｕｐ

（ｙ ｉ
， ｙ ２ ）

＾Ｓ
（
Ｘ ± ｘ Ｘ２ ） ｉ

ｎ＾Ｎ

； ［ ｜ ｜

ｘ
ｉ

，

ｎ

－

ｔｙ ｘ
＼ ＼

ｐ
＋ ｜

ａ ：

２
，

ｎ
－

ｔｙ２
＼ ＼

ｐ－

 ｜ ｜

ｘ
ｉ

，

ｎ
｜ ｜

ｐ－

 ｜ ｜

ｘ ２
，

？
｜

ｐ

］

）

－

Ｐ％
Ｐ

〈
如

 Ｉ Ｉ  （
尤

ｌ
，

ｎ
， 
ｘ２

，

？ ）  ｜ ｜ ｐ ， （奶 ， ｙ２ ） 〉

１
＿ １ １

— ２，

＋ＰＶ ｌ
，

ｎ

Ｐ

 （
ｄＦ

＼ ＼ （
＾ ｌ

，

ｎ ，

Ｘ２
，

ｎ ） ＼ ＼

，（Ｖ ｌ ， Ｖ２ ） ）

￣

＾２
，

／ （
ｄＦ

 ｜ ｜  （
ｘ ｉ

，

？ ， 
Ｘ２

，

ｎ
）  ｜ ｜

， （ ｊ／ ｌ ， ｙ２ ） ）

＾２ｐｅ ＋ 
２ｐｅ＋ 

２ｐｅ
＝

６ｐｅ ，

对每个 〇＜
 ｜

ｔ

＜６ 成立 ． 因为这个函数 ／ 〇

ｒ
）
＝是

一

个凸函数
，
由上述不等式

，
有

ｓｕｐ

ｙ ｉ £ Ｓ （
Ｘ

ｉ ） ，

ｎ＾Ｎ

ｘ
ｉ

，

ｎ

－

＼

－

ｔｙ ｉ

Ｐ
＋

 ＼

ｘ
ｉ

，

ｎ

－

ｔｙ ｉ
＼

Ｐ－
２

｜ ｜

ｘ
ｉ

）

ｎ
｜ ｜

Ｐ
＜６ｐｅ ，

对每个 ｏ＜
 ｜

ｔ

＜ｊ 成立 ． 类似引理 ２ ． １ 的证明

，
存在一个泛函 心ｈ Ｉ

ｘｍ Ｐ
ｅＸＭ吏得

ｓｕｐ

ｙ ｉ ｅ Ｓ ｉ
ｘ＾＾ ｅＮ

［

ｘ
ｉ

，

ｎ＋ ＾ ｌ

Ｐ－

 ＼

ｘ ｉ
，

ｎ
＼ ＼

Ｐ

］

￣

｛
ｄＦ

＼

ｘ ｉ
ｊ

ｎ
＼ ＼

Ｐ
， ｙ ｉ

）
＜６ｐｓ

和

ｓｕｐ＼ ［

ｘ
ｉ

，

ｎ

－

ｔｙ ｘ Ｙ

－

 ｜

ａ：

ｉ
，

ｎ
｜ ｜

ｐ

］

－

（

ｄＦ
＼

ｘ
ｉ

，

ｎ
＼ ＼

ｐ

， ｙ ｉ
）＜６ｐｅ ，

３／ ｉ ｅＳ （
Ｘ ｉ ） ，

ｎ ｅ ＪＶｔ

对每个 ０＜ ＊
１＜５ 成立 ． 因此

，
由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 中值定理 ， 存在

一

点 ｅｉ？ 在
Ｉｈ』 和

ａ ；

ｉ
，

？＋ 勿 ｉ 之间 ，
使得

ｘ
ｉ

，

ｎ ＋ ｔｙ ｉ

ｐ
－

ｘ
ｌ

ｔ

ｎ
＼ ＼

ｐ
＝

ｐ＾
１

（
＾

＼

ｘ
ｌ

ｉ

ｎ ＋ ｔｙ １
＼

－

 ｜ ｜

ｘ
ｉ

，

ｎ
｜ ｜

）

．
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此外 ，
由 ｉｎ

［

￥
ｉ

，

ｎ
｜ ｜
＝２外

＞４５
， 可得／

ｉ
ｐ＜£ ｉ

，

ｎ
， 则

ｎ £ ｉＶ

ｓｕｐ

ｙ ｉ Ｇ Ｓ （
Ｘ

ｉ ） ，

ｎ Ｇ ｉＶ

＝ｓｕｐ

ｙ ｘ ＾ Ｓ （
Ｘ

ｉ ） ｔ

ｎ＾Ｎ

Ｐ＾ ｌ Ｗ＾ｎ ＋ ｔＶ ｌ Ｗ

－

 ｌｋ ｌ
，

ｎ
｜

］

－

 ｛
ｄＦ

＼

ｘ ｉ
，

ｎ
＼ ＼

Ｐ
， ｙ ｉ ）

Ｗ ，

ｎ＋ ｔｙ ｉ

ｐ－

 Ｉ ｜

ｘ
ｌ

！

ｎ
｜

ｐ－
（
ｄＦ

｜

ａ ：

１
，

？
｜ ｜

ｐ

， ｙ １ ）
＜６ｐｅ ，

对每个 ０＜
 ｜

ｔ

＜５ 成立 ？ 因此

， 由 ／
ｘ
ｐ＜ ， 有

ｓｕｐ

ｙ ｉ £ Ｓ （
Ｘ

ｉ ） ，

ｎ ＾Ｎ

ｘ
ｉ

，

？＋ ｉ
２／ ｉ

｜ ｜

－


ｘ

ｉ
，

？
｜ ｜

ｉ ）＜
Ｐ
－

Ｐｆ
Ｊ＇

Ｐ

６ｐｅ ，

对每个 ０＜
 ｜

ｆ

＜５ 成立 ． 类似地

，
存在 匕？ 在

｜

巧
，Ｊ 和

｜％？

－

劬
｜ ｜

之间
，
使得

ｓｕｐ＾ ［

ｘ
ｉ

，

ｎ
￣

ｔｙ ！
＼ ＼

－


ｘ

ｉ
，

？
｜ ｜ ］

－

ｌ＾＝ｉ
ｄＦ

＼ ＼

ｘ
ｉ

ｔ

ｎ
＼

ｐ
， ｙ ｉ

）
＜ ＾ Ｑｐｅ ，

ｙ ｉ ｅ ｓ （
ｘ

１ ） ，

ｎ ｅＮｔ 、

ｐ迖
，

ｎ
＇ＰＵｐ

对每个 ０＜


＊
｜
＜ ＜５ 成立 ？ 因为 ＜ｅ 对每个满足

Ｉ

ｈ

－

＊２
｜

〈 汾 的 ｈ 和 ＊２ 成立
，

则

、

Ｐｔ

（Ｐ
－

１
＿

＾ ２
，

ｎ＾ ｌ ． ｎ

ｄＦ ｘ
ｈ ｎ ＼ ＼

ｐ

， ｙ ｉ ）

－

 （

＾
＝

Ｔ；

ｄＦ
＼

ｘ
ｈ ｎ ＼ ＼

ｐ

， ｙ
^

ｄ：

：^ 

＿


ｄＦ ｘＭｎ

＿

 ｙ ｉ ｎ ＜
ｍ
ｄ：

１

■

ｐ
＼ ＼

ｙ ｉ
＼ ＼＜

２ｅ

２ｐ
－

２

Ｍｐ

因此
，
由上述三个不等式 ， 可得下述不等式 ：

ｓｕｐ＋
＾

１ １
＋

 ＼

ｘ
＾ｎ

￣＿

２
ｌ ｌ

；ｒ
ｉ

，

？
ｌ ｌ ］

ｙ ｉ Ｇ Ｓ （
Ｘ

ｉ ） ，

ｎ ￡Ｎ

＾ｓｕｐ

ｙ ｉ £ Ｓ （
Ｘ

ｉ ） ，

ｎ ＾Ｎ

＋ ｓｕｐ

ｙ ｉ Ｇ Ｓ （
Ｘ

ｉ ） ，

ｎ ￡Ｎ

： ［

ｘ
ｉ

，

ｎ＋ ｔｙ ｉ 

－

 ｜ ｜

ｘ ｉ
，

ｎ
｜ ］

［

ｘ
ｉ

，

ｎ

－

ｔｙｉ 

－

 Ｉ ｜

ａ ；

ｉ
，

？
｜ ］

－

（＾
＝Ｔ

ｄＦ ｋ ｉ
，

ｎ
｜ ｜

ｐ

， ｙ ｉ

）、Ｃ

＜ ＋
？

２ｅ
，

对每个 ０＜
 ｜

ｆ

＜６ 成立 ． 因此 Ｘ

ｉ 的范数在 上是
一

致光滑的 ． 因此
， 由 引理 ２ ． １

，

存在 Ｘ
ｉ 的

一

个
一

致球覆盖 ， 使得 的范数在球覆盖点是
一

致光滑的 ．

类似可得 ， 存在 Ｘ
２ 的

一

个
一致球覆盖 ， 使得 Ｘ

２ 的范数在球覆盖点是
一

致光滑的 ．

情况
Ｉ ＩＩ令 ｐ

＝
＋００ ？ 此外 ，

令ｄｉ
ｒ
Ｋｘ— ａ＾ ｒＯ ｌ

ｏｏ
＝

（ｙ

＊

，

ｚ
＊

） ， 则 ｜ ｜

ｙ

＊

｜ ｜
＋

 ｜ 丨

２ ：

＊

｜ ｜
＝１ ？ 因为

 （
＾

ｌ
，

ｎ ｊ 
＾

２
，

ｎ ） 
〇〇
＝

 （

＾Ｆ
 ｜ ｜ （
＾

ｌ
，

ｎ ＞ 
＾２

，

ｎ ）  ｜ ｜

〇〇 ； ２ ＂ ２
，

ｎ ） ）

＾
Ｗ ｙｌＭ ｌ

＋
ｎＭ

＾
＾ －

ｌ
．

ｎ
ｌ ｌ ｜

ａ：

２
，

ｎ
｜ ｜＾ ａ ：

２
，

ｎ ） ｜ ｜

ｏ〇 ）

可得 ｌ ｌ

ａ＾ ｉ ＃ ｜ ｜

？
，

２ 和ｍａｘｈ ｘｎｊ ， ｌ ｌ

ａ＾ ｌ ｌ ｝
＝１对每个ｎｅｉＶ成立 ． 因此

， 由 （

２ ． ９
） ，
存在

序列 的
一

个子列 ｛ （
巧

，
？ ，

：＾
，
？ ） ｝＾ ，

使得
丨

２ ：

１
，
叫

｜ ｜
＝１ 和 ＞

 ｜卜 ２
，
叫

｜



１ ３４ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

对每个 《 ｅＴＶ 成立． 我们断言 ｓｕｐ
ｘ＾ １ １

＝

ｐｅ（
０

，

１
）

． 否则
，
我们可以认为

｜ ｜

巧
，

？』 ４１
，

ｉｅＮ

ｉ４ＯＯ ． 令
：Ｔ２

，

ｒＪ ｜
＝对每个ｈｉＶ

■

成立
，
则＞０和－

）

？

０
，

《 ＯＯ ． 因此

７  ［ Ｉ Ｉ  （
尤

１
，叫 ，

￥２
，

ｎ
ｉ ）
＋

ｋ  （

〇
， 
￥

２
，

ｎ
ｉ ） ｜ ｜

＋
 ｜ ｜  （

￥
ｌ

，

ｎ
ｉ ，

￥２
，

ｎ
ｉ ）

＿

亡ｎ
ｉ （
〇

，

尤２
，

ｎ
ｉ ）  ｜ ｜

＿

２
｜ ｜  （
Ｘ

ｉ
，

ｎ
ｉ ，

Ｘ ２
，

ｎ
ｉ ） ｜ ］

＾Ｕ
ｉ

＞
厂 

Ｋ
１＋ ＭＪ 

工２
，

ｎ
ｉ  ｜ ｜
＋Ｉ

－

２
］

＝

厂
ｃｎ

ｉ Ｉｎ
ｉ

＇

２＋ ２＾
７ ３

１＋ ｔｎ
ｉ

ｏｏ ．

然而
，
因为

（ １１ 兄 ，
Ｉ Ｉ

．

 〇ｃ
）
的范数在 你 ｌ

，

ｎ４２
，

ｎ ） ｝＆ 上是
一

致光滑的 ，
则

ｌｉｍ
 ［  （

Ｘ
ｉ

，

ｎ
ｉ ，

Ｘ２
，

ｎ
ｉ ）
＋ （ｎ

ｊ  （
０

，

工２
，

ｎ
ｉ ）  Ｉ

〇〇＋ Ｉ （
尤 ｌ

，

７ｉ
ｉ ，

尤 ２
，

ｎ
ｉ ）

＿

ｔｎ
ｉ  （
０

，

尤 ２
，

ｎ
ｉ ）  Ｉ Ｉ

〇〇

４
－

＾ ００ｔｎ
ｉ

￣

２
（
＾

ｌ
，

ｎ
ｉ ）

＾２
，

ｎ
ｉ ） ｏｏ

］
＝

〇
ｊ

矛盾 ？ 令 ５
ｉ
＝ ｍ ｉｎ

｛
Ｊ

，
￥ ｝

？ 则 由 （
２ ． １ １

） 和ｓｕｐ
ｌ

ａ＾ ｎ』 （
〇

，

１
） ， 有

ｉ￡Ｎ

ｓｕｐｌ ［

ｘ
ｉ

，

ｎ
ｉ
＋ ＾ ｉ 

＋
 ＼ ＼

ｘ
ｉ

，

ｎ
ｉ

－

ｔｙ ｉ
＼

－

２
｜ ｜

ｘ
ｉ

，

ｎ
ｉ ｜ ］

ｙ ｉ ｅＳ （
ｘ １ ） ｉ

ｉｅＮ
^

＝ ｓｕｐ＾ ［ （
ｘ

ｉ
，

ｒＨ ｙ

Ｘ２
，

ｎ
ｉ ）

－

＼

－

ｔ
（ｙｕ ｙ２ ） Ｗ 〇〇

＋－

ｔ
（ ２／ ｉ ， ｙ２ ） ｜ ｜

〇〇

（ ｙ ｉ
， ｙ ２ ）

＾ｓ
（
ｘ １ ｘ Ｘ２ ） ，

ｉ £ Ｎ
ｔ

＋ ２
｜ ｜ （
Ｘ

ｉ
，

ｎ
ｉ ，

Ｘ２
，

ｎ
ｉ ） ｜ ｜

ｏｏ
］

〈 ６

对每个 ０＜ ｜

ｉ
＜ 心 成立． 因此 Ｘ

ｉ 的范数在 上是
一致光滑的 ． 因为 （ ｆｔ 足 ， Ｈ ｏｅ ）

ｉ
＝ ｌ

的范数在 上是
一致光滑的 ， 我们得到 ：

（
１

） 如果 ｌ ｌ

ａ＾ｎ ＞
ａ ；

２
，

ｎ
｜ ｜

，
则ｄｉＨ ｜ （

Ｘ ｌ
，

ｎ
，

Ｘ２
，

ｎ ） ｜ ｜

〇〇
＝

（
ｄ

ｉ
ｒ

ｌ

ａ＾ ｎ
ｌ ｌ

，

。
） ；

（
２

） 如果 ｜ ｜

〇；

１
，

？ ＜
｜ ｜

〇 ； ２
，

？１
，
则 如

｜ ｜ （
３；

１
，

》１
，

〇 ；

２
，

？ ） ｜ ｜

〇〇
＝

（
０

，
如

｜ ｜

；１ ： ２
，

？１
｜ ｜ ）

． 此外 ，
我们可认为如

果Ａｐ 。 Ｓ｛ ａ＾ＪＳ ，
则 ａ＾ ｎｊ＜ 尤 ２

，

？
。 ｜ ｜

？ 因此
，
由 （

２ ． ９
） （

２ ＿ １ ０
） 和 ｌ ｌ

ｘｈ ｌ ｌ＞ ｜ ｜

〇 ； ２
，

？』 ， 可

得如下不等式 ：

（
ｃｃ ｉ

，

０
）
£ ５

（
Ｘ ｉ ｘ Ｘ２ ） 】

彡 ｉｎｆ

｛
ｘ １ ，

〇
）
ｅＳ

（
ｘ １ ｘ ｘ２ ）

＝ ｉｎｆ

（
ｘ ｕ ０

）
£ Ｓ

（
Ｘ １ ｘ Ｘ２ ）

叫 ） ｜

〇〇 ， （
丨

ｌ ，

〇
） 〉

）

ＳＵｐ 〈
如

 ｜ （
Ｘ ｉ

，

ｎ
ｉ ，

Ｘ ２

、

ｉ ｅＮ

ｓｕｐ （
＾Ｆ

｜ ｜ （
ｘ

ｉ
，

ｎ ｊ 
怎

２
，

ｎ ） ｜ ｜

ｏｏ ， （
工

１ ，

〇
） 〉 ）

、

ｎ ＆Ｎ ^

＞ ０ ＿

因此
， 由 引理 ２ ． １

， 存在 而 的
一

个
一致球覆盖 ， 使得 而 的范数在球覆盖点是

一致光滑的 ．

类似可得 ，
存在 Ｘ

２ 的
一个一致球覆盖

，
使得 Ｘ

２ 的范数在球覆盖点是
一

致光滑的 ．

（
２

）
＾

（
１

）
． 因为存在两个 Ｘ

ｉ 和 Ｘ
２ 的

一

致球覆盖
，
使得 和 Ｘ

２ 的范数在球覆盖点

是
一致光滑的

，
由 引理 ２ ． １

，
存在一个有界序列 ｛巧 ，

？
；＾

°

＝ １Ｃ＆ 和 ｛
；ｒ ２

，

？ ｝ｆ＝ １Ｃ１２
，
使得

的范数在序列 仁 是
一致光滑的 ，

Ｘ
２ 的范数在序列 是

一

致光滑的
，
而

且

Ｊ＾Ｘ ｌ ）
（

－Ｐ （
＾

ｌｋ ｉ
，

． ＾ ｉ ）

）

＞〇
，

ｘ ２

ｍｆ

＾２ ）
（

ｓｕｐ （
ｄＦ

｜ ｜

ｘ２
，Ｊ ｜

，

ｘ２ ）

）

＞０ ． （

２ ． １ ２
）
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不失
一般性 ， 我们可以认为 Ｃ和 ｛

ｏｒ

２
，

ｎ ｝ｆ＝ １
ＣＳ

（
Ｘ

２ ）
． 此外 ， 我们可以认

为

｛
＾

ｌ
，

ｎ ｝＾＝ ｌ
＝

｛
＾

ｌ
，

ｎ ｝＾＝ ｌ
Ｕ

｛

—

｛
Ｘ２

，

ｎ ｝＾＝ ｌ
＝

｛
￥ ２

，

ｎ ｝＾＝ ｌ
Ｕ

｛

—

Ｘ２
，

ｎ ｝＾＝ ｌ
－ （

２ ＿ １ ３
）

此外 ， 我们得到对每个 ｅｅ（
０

，

１
） ， 存在 扎 如 ｅ（

０
，

ｆ 

） ，
使得 （

１
）辦ｒ

１
－

辦ｒ
１

！＜Ｓ 对每个

｜

亡
１

丨

，
｜

ｈ
｜
＜４成立

，
而且 Ｉ

ｈ
－ ⑵

ｓｕｐ

ｙ ｉ £ Ｂ （
Ｘ ｉ ） ，

ｎ ｅ ｉＶ

Ｗ
ｘ
＾ｎ

＾
ｒ ｔｙ ｉ Ｗ

＋
 ＼

ｘ
ｉ

＾

ｎ
￣

ｔｙ ｉ
＼ ＼

－

２
｜

ｘ
ｉ

ｊ

ｎ
｜ ｜

对每个 ０＜
 ｜

ｔ

＜＆ 成立而且

ｓｕｐ

ｙ ２ ＾Ｂ （
Ｘ２ ） ，

ｎ £ Ｎ

ｘ２
，

ｎ＋ ｔｙ２ ＋ ＼ ＼

ｘ２
，

ｎ
－

ｔｙ２
＼

－

２
｜

ａ ： ２
，

ｎ
｜

＜
浐 ，

＜
２

￡
＞

（

２ － １ ４
）

（

２ － １ ５
）

对每个 ０＜
 ｜

ｆ

＜ 知 成立 ． 取

一个实数 ＜５
＝为叙述清楚

，
我们将 ⑶今⑴ 的证

明分成下面三种情况 ．

情况 １ 令 ０
＝ １

， 定义这个序列 ｛ （町 ，

？ ，叹？１ ） ｝二 １
，

？１＝ ： １
〔

（ ＾１ 足 ，
｜ ｜

．

｜ ｜

１ ） ，
则 由 （

２ ＿ １ ４
）

ｉ＝ ｌ

（
２ ． １ ５

） 和６
＝

ｍ ｉｎ
｛
５

ｉ ，

５
２ ｝

Ｇ
（
０

，

＋〇〇
） ， 可得

ｓｕｐ＼ ［ ＼ ＼

｛
ｘ

ｌ
ｉ

ｎ ，

ｘ２
ｉ

ｒｎ ）
＋ ｔ

｛ｙｕ ｙ２ ） ＼ ＼

ｉ＋ ＼ ｛
ｘ

ｌ
ｉ

ｎ ，

ｘ ２
，

ｍ ）

－

ｔ
｛ｙｕ ｙ２ ） ＼ ＼

ｉ

（ｙ ｉ ， ｙ ２ ）
＾ Ｓ

（
Ｘ

ｉ
ｘＸ２ ） ，

ｎ
，

ｍ ｅＮ
ｒ

＋ ２
 （
Ｘ

ｉ
，

ｎ ，

Ｘ２
，

ｍ ） 
ｌ

］

（ｓｕｐ７ ［ ｜ ｜

＾
ｉ

（

ｎ ＋ ＾ ｉ
｜ ｜
＋


ｘ

ｉ
ｉ

Ｔｌ

－

ｔｙ ｘ
＼ ＼

－

２
｜

ｘ
ｉ

）

ｎ
｜ ］

ｙ ｉ ＧＢ （
Ｘ ｉ ） ，

ｎ Ｇ ＡＴｔ

１ £￡

＋ＳＵＰ了 
［ ｜ ｜

工２
，

ｍ ＋ ？２
｜ ｜
＋


工 ２

，

ｍ

—

如２
｜

—

２
＂
Ｘ２

，

ｍ
｜ ｜ ］
彡
５５

＝ 匕

ｙ ２ Ｇ Ｂ （
Ｘ２ ） ，

ｍ ｅＮ
ｔ １Ｌ

对每个 ｏ＜ ⑷ ６ 成立 ． 这表明 （ ｆｔＡ ， ｜ ｜

？

ｙ 的范数在 ｛ （叫＾ ２＾ ） ｝二＝ １＠
＝ １ 是

一

致光
ｉ＝ ｌ

滑的 ？ 此外 ， 由 （
２ ． １ ３

） ， 可得

， 、 七Ｌ ＳＵＰ（
ｄＦ

（＾ｎ ，

Ｘ ２
，

ｍ
） ＼ ＼

ｌ ， （
ｘ

ｉ ，

Ｘ２
） ｝
）

（
ｘ

ｉ ，

Ｘ ２ ）
£ Ｓ

（
Ｘ

ｉ 
Ｘ Ｘ２ ）

＾
ｎ

，

ｍ £ ｉＶ ，

＝

， ，

ｉｎｆ （ｓｕｐ（ （

ｒｆＦ ｘ
ｉ

，

？
｜ ｜

，

ｄＦ
｜

ａ ；

２
，

ｍ
｜ ） ， （

ｘ
ｉ ，

Ｘ２
） ）

）

（
ｘ

ｉ ，

Ｘ ２ ）
£ Ｓ

（
Ｘ ｉ 

Ｘ Ｘ２ ）
＾
ｎ

，

ｍ £ ｉＶ ，

＝

，

ｓｕｐ ［ 〈

ｄＦ
ｌ ｌ

ａ ：

１
，

ｎ
ｌ

，

ａ ：

１
〉
＋

〈

ｄＦ
ｌ ｌ

ａ； ２
，

ｍ
ｌ

，

Ｘ２
〉 ］

）
（
ｘ

ｉ ，

Ｘ ２ ）
£ Ｓ

（
Ｘ

ｉ 
Ｘ Ｘ２ ）

＾
ｎ

，

ｍ £ ｉｖ ，

＝

， ，

ｉｎｆ （
ｓｕｐ （

ｄＦ
｜ ｜

ｘ
ｉ

，

？
，

ｘ
ｉ

）
＋ｓｕｐ（

ｄＦ
｜

ａ ；

２
，

ｍ
｜ ｜

，

ｘ ２
）
）

（
ｘ

ｉ ｙ

Ｘ ２ ）
＾ Ｓ

（
Ｘ

ｉ
ｘ Ｘ２ ）ｍ￡Ｎ ^

＾
＾

ｍ ｉｎ
｛ ｉｎ

，

ｆ
、 （

ｓｕｐ 〈
ｄ

ｉ
ｒ

ｌ ｌ

ａ＾ 
，

３＾ 〉 ） ， ｉｎｆ（
ｓｕｐ（

ｃ／
ｉ
ｒ

｜ ｜

ａ ；
２

，

ｍ
｜ ｜

， 
ａ：
２ ） ） ）

＞〇 ？

２ ｌ ｘ ｉ ￡５ （
Ｘ ｉ ）＼

ｎ ＥＮ ／Ｘ ２ ＾ Ｓ （
Ｘ２ ）

＾
ｍ￡Ｎ

＇

 ^

因此
，
由 引理 ２ ． ｉ

， 可得存在 （ ｆｔ 足 ， 

？

 ｋ ）
的
一

个
一致球覆盖 ，

使得
（ ｆｔ 足 ，

｜ ｜

．

ｙ 的范数
ｉ
＝ ｌ ｉ

＝ ｌ

在球覆盖点是
一致光滑的 ．

情况Ｉ Ｉ令ｐｅ（
１

，

＋ 〇〇
） ，
则 由 ｛巧 ，

？ ｝二 １ｃＳｐａ ）
和 ｛

ａ ： ２
，

？ ｝ｔ ｉｃＳ （

Ｘ
２ ） ， 存在

Ａ６
（
０

，

＋ 〇〇
） ， 使得Ａ

（
ＩＥ

ｉ
，

ｎ ，

Ｘ２
，

ｍ ）
＝

（
＜２ ：

ｉ
，

ｎ ，

＜２ ：

２
，

ｍ ） 和 ｜

Ａ
（
Ｘ

ｉ
，

ｎ ，

；Ｔ２
，

ｍ
） ｜ ｐ

＝

 ｜ ｜ （
之

ｉ
，

ｎ ，

之２
，

ｍ ） ｜ ｐ
＝１ ． 取
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？
／

＝
ｍ ｉｎ

｛ ＾ ，

Ａ
｝
Ｇ
（
０

，

１
）

． 则 由 引理 ２ ． １ 的证明和 （
２ ． １ ２

） ， 可得

和

ｓｕｐ

３／ ｉ ＧＢ （
Ｘ

ｉ ） ，

ｎ Ｇ ｉＶ

ｓｕｐ

ｙ ｉ ｅＢ （
Ｘ ｉ ） ｔ

ｎ＾Ｎ

ｚ
ｉ

，

ｎ＋ ｔｙ ｉ 

－

 ｜ ｜

ｚ
ｉ

，

？ Ｈ
－

｛
ｄＦ

＼

ｚ
ｈ ｎ ＼

， ｙ ｉ ）
＜

２

￡

： ［

ｚ
＼

，

ｎ

￣

２／ ｌ
｜ ｜

－

 Ｎ ｌ
，

ｎ
｜ ］

－

 （

＾Ｆ
｜ ｜

＾
ｌ

，

ｎ
｜ ｜

， ｙ ｉ ）＜

（

２ － １ ６
）

（

２ ＿ １ ７
）

对每个 ０＜ ｜

ｉ ＜ 加 成立 ． 因此
，
由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 中值定理 ， 存在 ｅｉ？ 在 Ｕ

ｚｍ
＋

％
１ １

和

气？ 之间 ，
使得

ｋ ｌ
，

？＋ ｉｙ ｉ

Ｐ－
 ＼ ＼

ｚ
ｉ＾

Ｐ
＾

Ｐ＾ｉ

￣

ｎ ［ ＼

ｚ
ｘ

，

ｎ ＋ ｔｙ ｘ
＼ ＼

￣

 ｜ ｜

ｚ
ｉ

，

ｎ
｜ ｜ ］

－

因此
， 由上述等式 ， 我们有如下不等式 ：

ｓｕｐ

３／ ｉ ＧＢ （
Ｘ ｉ ） ，

ｎ Ｇ ｉＶ

＝ｓｕｐ

ｙ １ ￡Ｂ ｛
Ｘ

１ ） ，

ｎ￡Ｎ

［

ｚ
ｉ

，

ｎ＋ ｔｙ ！
＼ ＼

ｐ－

 ＼ ＼

ｚ
ｈｎ ＼ ＼

ｐ

］

－

ｐ＾
１

（
ｄＦ

｜ ｜

２ ：

ｉ
，

ｎ
｜ ｜

， ｙ １ ）

喊：

１

吾
［ ＂？ ＋

勿 ｉ
ｌ ｌ

＿

 Ｉ Ｎ ｉ
’
Ｊ ］

－

喊：

１

〈如 ｌ ｌ＇Ｊ ， ２／ ｉ 〉

＜ 喊
２

￡

＜ｐ （
Ｘ＋１

）

Ｐ１
 ■

￡
，

对每个 ０＜
 ｜

ｆ

＜ 加 成立 ？ 类似地 ， 存在 ｅＥ 在

｜ ｜

々
，

？

－

勿 ］ ｌ
｜ ｜

和
Ｉ ＩａＪ 之间 ， 使得

ｓｕｐ

ｙ ｉ ｅ Ｂ （
Ｘ ｉ ） ，

ｎｅ ｉＶ

＼ ＼ ＼

ｚ ｉ
，

ｎ

－

ｔｙ ｉ
＼ ＼

Ｐ－


ｚ
ｈ ｎ

Ｐ

］

－

ｐ＾２７ｎ ｛
ｄＦ

＼ ＼

ｚ ｉ
，

ｎ
＼ ｌ ｙ ＾ ）＾＾ （

Ａ＋１
）

Ｐ
Ｓ ．

对每个０＜ ＊
１＜耐 成立 ？ 因为＜ｅ对 ｈ ＜４ ， ＊２

｜＜４和 Ｉ

ｈ
－

ｆ２
｜＜

４ｍ ｉｎ
｛
５
１ ，

５
２ ｝
＝ ４５成立

，
由 〈

ｄＦ
｜ ｜

ｚ
１

，

？
｜ ｜

， ｙ １ ＞ ｜＜１
， 可得

Ｈ ｌ ｎ（
ｄＦ

＼ ＼

ｚ
ｌ

ｔ

ｎ
＼ ＼

， ｙ ｉ ）

－

Ｐ＾ｌ ｎ｛
ｄｐ Ｗ

ｚ
ｘ＾ ｙ＾

＜ £ ．

因此
，
由上述三个不等式 ， 可得如下不等式 ：

ｓｕｐ＾ ［

ｚ
ｉ

，

ｎ＋ ｔｙ ｉ
＼ ＼

ｐ
＋

 ＼

ｚ
ｈ ｎ

－

ｔｙ ｘ
＼

ｐ－
２

｜ ｜

ａ ：

ｌ
，

？
｜ ｜

Ｐ

］

ｙ ｉ ｅ Ｂ （
Ｘ ｉ ） ，

ｎｅ ＪＶＩ

＾ｓｕｐ

３ ／ ｉ Ｇ Ｂ （
Ｘ ｉ ） （

ｎＧ ｉＶ

＋ｓｕｐ

ｔ
／ ｉ £ Ｂ （

Ｘ ｉ ） ，

ｎ £ ｉＶ

［ ＼ ＼

ｚ
ｉ

，

ｎ＋ ｔｙ ｉ
＼ ＼

ｐ－

 ＼

ｚ
ｈ ｎ ＼

ｐ

］

－

ｐ＾ ｛
ｄＦ

＼ ＼

ｚ
１

％

ｎ
＼ ＼

， ｙ １ ）

＼
＼

＼ ＼

ｚ ｉ
，

ｎ
－

ｔｙ ｉ
＼

Ｐ－

 ｜

ｚ ｉ
，

？ Ｈ

－

Ｐ＾ｌ ｎ｛

ｄＦ
＼ ＼

ｚ
－

ｉ＿

，

ｎ
＼ ＼

， ｙ ｉ
）

＜ｐ （
Ａ＋ｌ

）

ｐ１
 ＿

ｅ＋ ｅ
，

对每个 ０＜ ⑷ 成立 ． 类似地 ， 可得

ｓｕｐ

ｙ２ ｅＢ （
Ｘ２ ） ｔ

ｍ ｅＮ

《
２

，

ｍ＋ ＾／２
丨 「 ＋

 ｜ ｜

之
２

，

ｍ

—

亡
２／２

｜

Ｐ
—

２
 ｜ ｜

ｚ
２

，

ｍ
｜ ｜

Ｐ

＜ｐ （
入 ＋１

）

Ｐ１
 ＿

Ｓ＋ ￡ ：

，

对每个 ０＜ ㈨
＜

如 成立． 因为
｜ ｜ （
Ａ

，

ｎ
， 勿

，

ｍ
） ｜ ｜ ｐ

＝１
，
则

｜ ｜＇ｎ
｜ 「 ＋ ｜ ｜

ｚ２
，

ｍ
｜ 「
＝１ ． 因此

，
由 等式

（＇ｎ ，＾ｎ
） ｜ ｜ Ｐ

＝

 ＾ ｒ
＋

 Ａｒｎ ｒ

＝１
， 可得

ＳＵＰ ｜ ［ ｜ ｜ （
之
ｌ

，

ｎ ，

之
２

，

ｍ ）
＋％１ ， ？／２ ） ｜ ｜ Ｐ

＋
 ｜ ｜ （

之
ｌ

，

ｎ ，

之２
，

ｍ ）

－

％ １ ， ２／２ ） ｜ Ｐ

（ ｙ ｉ ＞ ｙ ２ ）
＾Ｂ

（
Ｘ

ｉ ）
ｘ Ｂ

（
Ｘ２ ） ｉ

ｎ
，

ｍ ｅＮ
^
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＋ ２
｜ ｜ （
Ｚ ｉ

，

ｎ ，

Ｚ２
，

ｍ
） ｐ ］

＝ ｓｕｐ＼ ［ ｛ ＼ ＼

ｚ ｉ
，

ｎ＋ ｔｙ ｉ
＼ ＼

ｐ
＋

 ＼ ＼

ｚ２
，

ｍ ＋ ｔｙ２
＼

ｐ

）

^

ｙ ｉ ｅＢ （
Ｘ

ｉ ） ， ｙ ２ ｅ Ｂ （
Ｘ２ ） ，

ｎ
）

ＴｎｅＮ
Ｊ

＋
 （ ＼ ＼

＾ ｌ
，

ｎ

—

ｔｙ ｉ
＼ ＼

Ｐ
＋


＾２

，

ｍ

—

ｔＶ２

Ｐ

）

ｐ￣２
｜

ｚ ｉ
ｊ

ｎ
｜

Ｐ－
２

｜ ｜

＾２
，

ｍ
｜ ｜

Ｐ

］

彡 ＳＵｐ＼ ［ ＼ ＼

ｚ ｉ
，

ｎ＋ ｔｙ ｉ
＼ ＼

Ｐ
＋

 ＼

ｚ２
，

ｍ＋ ｔｙ２
＼

Ｐ
＋

 ｜ ｜

＾
ｌ

，

ｎ

￣

＾ ｌ
｜ ｜

Ｐ

ｙ ｉ ｅＢ （
Ｘ

１ ） ， ｙ ２ ｅ Ｂ （
Ｘ２ ） ，

ｎ
ｙ

ｍ ｅＮ
^

＋
 ＼ ＼

＾２
，

ｍ

￣

ｔ
］ｊ２

Ｐ￣
２ ｚ

ｉ
）

ｎ
｜ ｜

Ｐ－
２

｜ ｜

２ ：

２
，

ｍ

Ｐ

］

彡ｓｕｐ＾ ［

ｚ
ｈ ｎ＋ ｔｙ ｉ

ｐ
＋

 ＼ ＼

ｚ １
＞

ｎ

－

ｔｙ
－

ｉ
＼ ＼

ｐ－
２

｜

ｚ ｉ
，

？
｜

ｐ

］

ｙ ｉ ｅＢ ［
Ｘ ｉ ） ，

ｎ ｅＮ
ｔ

＋ｓｕｐ＼ ［

ｚ
２

，

ｍ ＋ ｔｙ２

Ｐ
＋

 ＼ ＼

ｚ
２

＜

ｍ

－

ｔｙ２
＼

Ｐ－
２

＼

ｚ
２

！

ｍ
＼ ＼

ｐ

］

ｙ２ ＾Ｂ （
Ｘ２ ） ，

ｍ ｅＮ
^

＾２ｐ （
Ｘ＋ｌ

）

ｐ１
 ■

￡＋

对每个 ０＜Ｗ＜ 加 成立？ 因此
，
由 Ａ 

．

（
Ｘ０ ， 

Ｘ ２
，

ｍ ）
＝

 （＇？
，

Ｚ２
，

ｍ
） ， 可得 （ ｎ 足 ，

Ｉ Ｉ

．

 ｌ ｉ ｐ ） 的范数
ｉ
＝ ｌ

在 ｛ （町
，

？
，

尤２
，

？ ） ｝ ＾

°

＝ １
是
一

致光滑的 ？ 此外 ，
因为 ｛

ｘ
；＾ ｝＾

Ｃ５
（４ ） 和 ｛

ｘ ２
，

？ ｝ｆ 列ｘ２ ） ，

由 ｐｅ （
０

，

１
） ， 存在两个实数 妁 ｅ

（
０

， 
＋ 〇〇

） 和 Ｍ２ｅ（
０

， 
＋ 〇〇

） ， 使得

（Ｍ ｌ
＾Ｆ



＾
ｌ

，

ｎ
 ｜ ｜ 

５  ｌ^ ２＾Ｆ
 ｜ ｜

＾ －

２
，

ｍ
 ）

＝ ｜ ｜＾２
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ｍ ）  ｜ ｜ ｐ
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－ ＜＾

１＾＾
２ ）） ？

对每个ｎ ，

ｍＧｉＶ成立？ 这表明ｆｔ＝ｍ ｉｎ
｛ ／

ｉ
： Ｌ ， ／

ｉ２ ｝
＞〇 ． 因此

，
由 （

２ ． １ ３
）
和／ｉ＝ｍ ｉｒｒ

ｊｊ＾ ， ／＾ ｝ ，

有
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（
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ｌ
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Ａ

＿
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＿
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ｍ ｅ ｉＶ
’

，

尤２ ｍ ） ｜ ｐ ， （
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ｘ

ｉ ｉ
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ｘ
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Ｘ ｉ
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＼ ＼

ｘ
ｉ

！

ｎ
＼ ＼

，

Ｘ
ｉ ）
＋
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＼
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ｎ
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（
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ｒ
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因此
， 由 引理 ２ ． １

， 可得存在 （ｐ 足 ，
ｉ ｉ

？

ｕ Ｐ ） 的
一

个
一

致球覆盖 ， 使得 （ ｎ
Ｘ

ｉ ，
ｉ ｉ

？

 ｉ ｉ ｐ ） 的范数

在球覆盖点是
一致光滑的 ．

１ ＇

情况 ＩＩＩ 令 ｐ
＝
＋ ００

， 则 ｛ （
Ｚ ｌｗ

Ｏ
） ｝ ＾＾

Ｕ
｛ （

０
，

ａ ；

２
，

ｍ
） ｝ ＾？＝ ｌ 是

一

个有界序歹 丨

ｊ
？ 此 夕卜 ，

由

（
２ ． １ ４

） （

２ ． １ ５
）
和５

＝可得

ｓｕｐ ｉ ［ ｜ ｜ （
Ｘ

ｌ
，

ｎ
，

０
）
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Ｈ

，
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，

〇
）
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（
Ｘ
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（
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ｎ
，

ｍ ｅＮ
^

＋ ２
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ｘ

ｉ
）
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０
） ｜ ｜

〇〇
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ｎ
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＜
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（
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（
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ｎ
ｔ
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２
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ｍ
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ｉ＝ ｌ

是
一

致光滑的 ． 此外 ， 我们有

ｉｎｆ （ｓｕｐ

（
ｘ １ ，

ｘ ２ ）
ｅ Ｓ

（
Ｘ

ｉ
ｘＸ２ ）

＾
ｎ

，

ｍ ｅＮ

＝ ｉｎｆ （ｓｕｐ

（
ｘ

ｉ ，

Ｘ ２ ）
＾ Ｓ

（
Ｘ

ｉ
ｘＸ２ ）

＾
ｎ

，

ｍ ｅＮ

＾ｍ ｉｎ

｜ ｘ ｉ ｅ Ｓ （
Ｘ ｉ ）

＼
ｎ ｅＮ

｛ （

ｄＦ
｜ ｜ （

ａ；
ｉ

，

ｎ ，

０
） ｜ ｜

〇〇 ， （
ａ；

ｉ ，

ａ；

２ ） ） ， （
ｒｆＦ

｜ （
０

，

ａ；

２
，

ｍ ） ｜ ｜

〇〇 ， （
ａ；

ｉ ，

ａ；

２ ） ） ｝
）

｛ （ （
ｄＦ

｜ ｜

ａ；

ｉ
，

ｎ
｜

，

０
） ， （

ａ ：

ｉ ，

Ｘ２ ） ） ， （ （
０

，

（ｉＦ
｜ ｜

ａ ：

２
，

ｍ
｜ ｜ ） ， （

ａ ：

ｉ ，

ａ； ２ ） ） ｝
）

（

ｓｕｐ（
ｄＦ

｜ ｜

ａ ：

２
，

ｍ
｜ ｜

，

ａ ：

２ ＞
）｝

＞ｏ ．

＼
ｍ ａ ｒ＜ｒ ／＞

ｉｎｆ （
ｓｕｐ ＾ｉ

ｒ ａ ｊ

ｉ＾ ｌ ｌ

ｊ

ａ ：

！ ）
）

， ｉｎｆ

＼ ｎ ａ Ｍ ／ ｘ ２ ｅ Ｓ （
Ｘ２ ）

＾
ｍ ｅＮ

因此
， 由 引理 ２ ． ｉ 可得存在 （ ｎ 足 ，

ｉ ｉ

？

 ｏｃ ） 的
一个一致球覆盖 ， 使得 （ ｎ 足 ，

ｉ ｉ

＿

 ｉｕ ） 的范数
ｉ
＝ ｌ ｉ＝ ｌ

在球覆盖点是
一致光滑的 ．

§
３—致球覆盖性质在一致光滑空间

定理 ３ ． １ 令 Ｘ 是
一

致光滑空间且可分 ， 则存在两个序列 ｛
ｏ：？ ｝ｆ＝ １

ＣＸ 和 ｛
ｒ？ ｝ｆ＝ １

Ｃ

尽 使得 ：

（
１

） 存在 ｛？ ｝ 纟

°

＝ １ 的
一个子序列 ｛巧 ｝ ＾＾ ， 使得 ｛ Ｉ Ｉａ Ｉ

－

１

％ ｝〗。 上的每
一

点都是 ｓｐ〇

的强暴露点 ；

⑵ 对每个 ｎｅＪＶ
， ｌ ｌ

ａｊＪ Ｖ 是 Ｂ
（
Ｘ

） 的端点 ；

（
３

） 集序列 ｛
Ｓ

（
ｘ？ ，

ｒｖ〇 ｝ｆ＝ １ 是 Ｘ 的
一

个
一

致球覆盖 ．

证 因为 Ｘ 是
一

致光滑空间 ， 我们得到 Ｘ 是 自反空间 ． 因此 Ｘ 的每个有界闭 凸集是

它的强暴露点的 闭 凸包 ． 令 Ｅ 为 Ｓ
（

Ｘ
）
强＾露点构成的集合

． 因为 Ｘ 是可分空间 ， 存在

五 的
一

个稠子集 ｛恥 ｝ ＾

°

＝ １ ， 使得 ｛Ｖｎ ｝＾
＝ 亙 定义

一

个序列 ｛
（＾

｜ ｜

恥
｜ ｜ ｝ 纟

。

＝ １
ＣＸ

＊

？ 因为 Ｘ

是 自反空间且可分 ， 我们得到 Ｘ
＊

是可分空间 ． 因此存在
一

个序列 ｛＜ ｝ 纟

°

＝ １
ＣＸ

＊

，
使得

｛
ｃＭ ｜

２ｍ
｜ ｜ ｝＾Ｌ ｉ

Ｕ＝
Ｘ ． （

３ ＿ １
）

因为 Ｘ 是 自 反空间 ， 我们得到对每个 ｎｅＪＶ
， 集合 Ｐ

ｅＳＰ０
：

４⑷ ＝

１ １４ １ １ ｝＃
０ 是非空

有界闭 凸集 ． 因此
， 由 Ｋｒｅ ｉｎ－Ｍ ｉ ｌｍａｎ 定理 ， 可得

Ｅｘｔ
｛
ｚ ｅ ５

（

Ｘ
）

： ｚ
； （

ｚ
）
＝

 ｜ ｜
＜

｜ ｜ ｝ ＾ ０ ．

对每个 ｎｅＡＴ
，
取
一

点 ？ ｅＥｘｔｐ
ｅＳ

（

Ｘ
）

：

４⑷ ＝

ＩＫ Ｉ ｝
． 我们断言 ？ 是 Ｓ

（
Ｘ

） 的端点 ？

事实上 ， 令这里ｚ ｉ
，

ｎＧ＾
（
Ｘ

）
和２２

，

７１£ Ｂｐ ） ，
则

２＝２ｚ
ｎ （

０ｒａ
）
＝

Ｚ
ｎ （

Ｚ ｉ
，

ｒａ
）
＋ 之

？ （
之２

，

？
）

．
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一

致球覆盖性质 １ ３９

这表明＜ （々
，

？ ）

＝
ｚＭｚｍ ）

＝１ ？ 因此

ｚ
ｉ

，

？ｅ｛
ｚｅＳ

（
ｘ

）
：ｚ

＊

（
ｚ

）
＝

 ｜Ｋ ｜ ｜ ｝ ，ｚ２
：

ｎｅ｛
ｚｅＳ

（
ｘ

）
：ｚ

＊

（
ｚ

）
＝

 ｜ ｜＜ ｜ ｜ ｝
．

因为 是 ｛
ｚｅＳｐＯ

：ｚ
＝ （

ｚ
）
＝

 ＩＫ ｝ 的
一

个端点 ，
我们得到 对每个 ｎｅ ＿ ／ｖ 成

立 ？ 因此
，
对每个 ｎｅＡＴ

， 可得 ｚ？ 是 ｓ
（

ｘ
） 的
一

个端点 ？

我们知道 ｛恥 ｝ 纟

°

＝ １ 和 ｛？ ｝ 纟

°

＝ １ 是两个有界序列 ． 定义 ｛叫 ｝ 〗

°

＝ １
＝

｛恥 ｝ 〗

°

＝ １
Ｕ

｛
ｚ？ ｝ｆ＝ １ ，

则 ｛
Ｗ？ ｝ｆ＝ １ 是

一个有界序列 ． 因为 Ｘ 是
一致光滑空间 ， 我们得到 Ｘ 的范数在 ｛叫以＝ １ 是

一致光滑的 ？ 此外 ，
因为 ？ ｅ

｛
ｚｅＳ

（
Ｘ

）
：

４ （
ｚ

）
＝

 ｜ ｜＜ ｜ ｝ ， 由 （
３ ． １

） ， 可得

ｉｎｆ（
ｓｕｐ （

ｄ
ｉ
ｒ

｜

ｕ；ｎ
｜

，

ｘ
）＞０ ． （

３ ． ２
）

ｘ ｅ ｓ
（
ｘ

）
＼
ｎ ＆Ｎ ）

因此
，
由 引理 ２ ． １ 的证明 ， 存在 ｈｅ

（
０

，
＋ 〇〇

） ，
使得 ｛

Ｂ
〇ｃ？ ，

ｒｇ ｝ｆ＝ ｉ
是 Ｘ 的

一

个
一致球覆盖 ，

３＾ 単－

？＾ｎ
＝ｈＷｎ ＇

此外 ，
由前面的证明和 ｛？ ｝ 〗

°

＝ １
的定义 ， 容易看到 （

１
） 存在 ｛？ ｝ｆ＝ １

的
一

个子序列

｛
ｘｊｇ ｉ ，

使得 上的每
一

点都是 Ｓ
（
Ｘ

） 的强暴露点 ； （
２

）
对每个 ｎｅ＃

，

〇；？ 卜＾ 是 Ｓ
（
Ｘ

）
的端点 ． 因此我们得到定理 ３ ． １ 成立 ．
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，
ＣｈｅｎｇＱ ，

Ｓｈ ｉ Ｈ ．Ｍ ｉｎ ｉｍａｌ ｂａｌ ｌ
－

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇ 

ｉｎＢａｎａｃｈ ｓｐａｃｅｓａｎｄ ｔｈｅ ｉｒａｐｐｌ ｉｃａｔ ｉｏｎ

［

Ｊ
］

．ＳｔｕｄｉａＭａｔｈ
，
２００９

，
１ ９２

 （

ｌ
）

： １ ５ ２ ７ ．

［

１ ０
］Ｐｒｅ ｉｓｓＤ ．Ｄ ｉ ｆｆｅｒｅｎｔ ｉａｂ ｉ ｌ ｉｔｙ

ｏｆＬ ｉｐｓｃｈｉｔｚｆｕｎｃｔ ｉｏｎｓｏｎＢａｎａｃｈｓｐａｃｅｓ ［

Ｊ
］

．ＪＦｕｎｄＡｎａ ｌ
，

１ ９９０
，
９ １ ： ３ １ ２ ３４５ ．

［

１ １
］ＣｈｅｎｇＬ ，Ｗａｎｇ

Ｂ
，ＺｈａｎｇＷ ，ＺｈｏｕＹ．Ｓｏｍｅｇｅｏｍｅｔ ｒ ｉｃａｎｄｔｏｐｏ ｌｏｇｉｃａｌ

ｐｒｏｐｅｒｔ ｉｅｓｏｆ

Ｂａｎａｃｈｓｐａｃｅｓｖｉａｂａｌ ｌｃｏｖｅｒ ｉｎｇｓ ［

Ｊ
］

．ＪＭａｔｈＡｎａ ｌＡｐｐ ｌ
＾
２０ １ １

，
３７７ ： ８ ７４ ８８０ ．

［

１ ２
］
ＦｏｎｆＶＰ

，
ＺａｎｃｏＣ ．Ｃｏｖｅｒ ｉｎｇ

ｓｐｈｅｒｅｓｏｆＢａｎａｃｈｓｐａｃｅｓｂｙ
ｂａｌ ｌｓ

 ［

Ｊ
］

．Ｍａ ｔｈＡｎｎ
，２００９ ，

３４４ ： ９３９ ９４５ ．
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［

１ ３
］Ｚａｌ ｉｎｅｓｃｕＣ ．Ｃｏｎｖｅｘａｎａｌｙｓ ｉｓ ｉｎ

ｇｅｎｅｒａｌｖｅｃｔｏｒｓｐａｃｅｓ ［

Ｍ
］

．Ｒ ｉｖｅｒＥｄｇｅ ，
ＮＪ ：Ｗｏｒ ｌｄＳｃ ｉ

Ｐｕｂ ｌ
，

２００２ ．

［

１ ４
］ＰｈｅｌｐｓＲＲ ．Ｃｏｎｖｅｘｆｕｎｃｔ ｉｏｎｓ

，
ｍｏｎｏｔｏｎｅｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉａｂ ｉｌ ｉｔｙ ［

Ｍ
］

．Ｌｅｃｔｕｒｅ

Ｎｏｔｅｓ ｉｎＭａｔｈ
，
ｖｏ ｌ１ ３６４

，
ＮｅｗＹｏｒｋ ：Ｓｐｒ ｉｎｇｅｒ

－Ｖｅｒ ｌａｇ ，

１ ９８９ ．

［

１ ５
］ＣｈｅｎＳＴ ．Ｇｅｏｍｅｔｒｙ

ｏｆＯ ｒ ｌ ｉｃｚｓｐａｃｅｓ ［

Ｍ
］

．Ｗａｒｓｚａｗａ ：Ｄ ｉｓｓｅｒｔａｔ ｉｏｎｓＭａｔｈ
，
１ ９９６ ．

Ｄ ｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉａｂ ｉ ｌ ｉｔｙｏｆＮｏｒｍａｎｄＵｎ ｉｆｏｒｍＢａｌ ｌ
－Ｃｏｖｅｒ ｉｎｇ

Ｐｒｏｐ ｅｒｔｙｉｎＢａｎａｃｈＳｐａｃｅ

ＳＨＡＮＧＳｈａｏｑｉａｎｇ
１

１

Ｓ ｃｈｏｏ ｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔ ｉｃａｌＳｃ ｉｅｎｃｅｓ
，Ｈａｒｂ ｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒ ｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓ ｉｔｙ，Ｈａｒｂ ｉｎ

１ ５０００ １
，
Ｃｈ ｉｎａ ．Ｅ－ｍａｉ ｌ ：ｓｑｓｈａｎｇ＠ １ ６３ ． ｃｏｍ

Ａｂｓｔ ｒａｃｔＩｎｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒ ，

ｔｈｅａｕｔｈｏｒｆｉｒ ｓｔ
ｇ ｉｖｅｓｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔ ｉｏｎｗｈｉｃｈｎｏｒｍ ｕｎｉ ｆｏｒｍ ｌｙ

ｓｍｏｏｔｈ

ｏｎａｓｅｔ
，ａｎｄｐｒｏｖｅｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎ ｉｆｏｒｍ ｌｙ

ｂａ ｌ ｌ
－

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇ
ｏｆ ｌ

°°

ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｎｏｒｍ

ｏｆｌ

°°
ｉｓｕｎｉｆｏｒｍ ｌｙｓｍｏｏｔｈｏｎｂａｌ ｌ

－

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇｐｏ ｉｎｔ ｓ ．Ｓｅｃｏｎｄ ｌｙ ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｐｒｏｖｅｓｔｈａｔｉｆ

２

（ ＩＩ Ｉ Ｉ
＊

Ｕ ｐ ）ａ
ｐｒｏｄｕｃｔｓｐａｃｅ ，

ｗｈｅｒｅ
ｐＧ ［

ｌ
，

＋ ｏｏ
］ ，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ ｓａｕｎｉｆｏｒｍ ｌｙｂａｌ ｌ

－

ｉ
＝ ｌ

２ ２

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇｏｆＸ
ｉ ， ｜卜 ｐ ）ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｎｏｒｍｏｆ

（ ＰＩ ｜
．

 ｜ ｜ ｐ ）ｉｓｕｎｉ ｆｏｒｍ ｌｙｓｍｏｏｔｈｏｎ

ｉ
＝ ｌ ｉ

＝ ｌ

ｂａｌ ｌ
－

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇｐｏ ｉｎｔ ｓ ｉｆａｎｄｏｎ ｌｙ ｉ ｆｔｈｅｒｅｅｘｉ ｓｔｓａｕｎｉ ｆｏｒｍ ｌｙｂａｌ ｌ
－

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇｏｆＸ
ｉｓｕｃｈｔｈａｔ

ｔｈｅｎｏｒｍｏｆＸ
ｉ ｉ ｓｕｎ ｉｆｏｒｍ ｌｙｓｍｏｏｔｈｏｎｂａｌ ｌ

－

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇｐｏ ｉｎｔ ｓ ．Ｆ ｉｎａ ｌ ｌｙ ，ｉｔｉ ｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔＸ

ｉｓａｕｎｉ ｆｏｒｍ ｌｙｓｍｏｏｔｈｓｐａｃｅａｎｄｓｅｐａｒａｂ ｌｅ
，ｔ

ｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉ ｓｔｔｗｏｓｅｑｕｅｎｃｅｓ｛
ｘｎ ｝ ＝^ １ＣＸ

ａｎｄＣＲｓｕｃｈｔｈａｔ
（

１
）
Ｔｈｅｒｅｅｘｉ ｓｔｓａｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｘｊ ｝＾＝

１
ｏｆ

｛
ｘｎ ｝ ＝^ １

ｓｕｃｈｔｈａｔ

｛
ｘ

ｊ ＼ ＼

１

Ｘ
ｊ ｝ｊ

＝^
１

ｉ ｓａｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｓｔｒｏｎｇｌｙ
ｅｘｐｏｓｅｄ

ｐｏ ｉｎｔｓｏｆＢ
（
Ｘ

） ；（
２

）
ＦｏｒｅａｃｈｎＮ

，ｔ
ｈｅ

ｐｏｉｎｔ ｘｎ
１

ｘｎ ｉｓａｎｅｘｔｒｅｍｅｐｏ ｉｎｔｏｆＢ
｛
Ｘ

） ＼（
３

）
Ｔｈｅｓｅｔｓｅｑｕｅｎｃｅ｛

Ｂ
（
ｘｎ

，

ｒｎ
） ｝

＜

＾
３

＝ １
ｉｓａ

ｕｎｉ ｆｏｒｍ ｌｙ
ｂａｌ ｌ

－

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇ
ｏｆ Ｘ ．

ＫｅｙｗｏｒｄｓＵｎ ｉ ｆｏｒｍ ｌｙ
ｓｍｏｏｔｈｓｅｔ

，
Ｕｎｉ ｆｏｒｍ ｌｙ

ｂａｌ ｌ
－

ｃｏｖｅｒ ｉｎｇ ， 
Ｕｎｉ ｆｏｒｍ ｌｙ

ｓｍｏｏｔｈ

ｓｐａｃｅ ，
Ｐｒｏｄｕｃｔｓｐａｃｅ

２０００ＭＲＳｕｂ
ｊ
ｅｃｔＣ ｌａｓｓ ｉｆｉｃａｔ ｉｏｎ４６Ｂ２０

ＴｈｅＥｎｇｌ ｉｓｈｔ ｒａｎｓ ｌａｔ ｉｏｎｏｆ ｔｈ ｉｓ
ｐａｐｅｒｗ ｉ ｌ ｌｂｅ

ｐｕｂ ｌ ｉｓｈｅｄｉｎ

Ｃｈ ｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｎｔｅｍｐｏｒａｒｙ
Ｍａｔｈｅｍａｔ ｉｃｓ

，Ｖｏ ｌ ． ４５Ｎｏ ．２
，２０２４

ｂｙ
ＡＬＬＥＲＴＯＮＰＲＥＳ Ｓ

，

ＩＮＣ ．

，
ＵＳＡ


