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§
１ 引 言

给定欧氏空间 ｉ？
ｎ＋ １

中
一

个闭合的严格凸超 曲面 Ｍ ，
Ｍ 的高斯映射定义了Ｍ 和单

位球面 ＾＾ 之间的 同胚 ． 因此 Ｍ 的高斯 曲率 Ｋ 可以通过高斯映射到单位球上 ， 那么球上

的函数满足

其中 而 是 上的坐标函数 ．

Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 接着反过来问 了这个问题 ： 给定
一

个定义在 ＜＾ 上满足上述积分条件的

正函数 能否找到 曲率函数 由 Ｋ 给定 的 闭严格凸超 曲面 ？ 此即欧氏空间 中经典的

Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋｉ问题 ，

当维数 ｎ 彡 ２ 时 ， 郑绍远和丘成桐 Ｗ 证明 了Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋｉ 问题可转化为 曲面支撑函数

的完全非线性方程

其中 ｗ 为闭 凸超曲面 Ｍ 的支撑函数 ．

令 ５
＝其中 ａ 是标准的欧氏度量 ． 此时外围空间不再是欧氏空间 俨＋ １

，

５ 与

ａ 共形 ， 为共形 因子 ．
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本文主要结果如下 ．

在这个新的与欧氏空间共形的背景空间下 ， 考虑 ２ 维的情况 ，

Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 问题可转化

为如下完全非线性方程

３ｅ
３分⑷

ｄｅｔ
（
ｉｔ；

）
＝

／ ， （

１ ． １
）

其中 祀 ＝

（叫 ＋ ％ ｗ
） ， ｐ ／ 为给定的某个正函数 ．

定理 １ ． １ 对于任何正函数 ／ ， ／
ｅ ＜＾

〇
？
２

你 彡 ２
） ， 畛 〇

〇
） 满足如下条件 ：

（
１

）Ｖ
＞

（ｐ）
＞
－八 其中 Ａ 为某个正常数

；

（
２

） 妒 〇
〇
）
＜ －

春
－

ｅ
，
其中 ｅ 是某个固定的小正常数

，
则方程 （

１ ． １
） 存在唯

一

允许正解

ｉｔ
，
满足

｜ ｜

ｕ
｜ ｜
Ｃ ｆｃ＋ ｌ

，

ａ

（
Ｓ

２

）
＾Ｃ

，

其中０＜ａ＜１
， 常数 （７只与ａ ，

ｉ

＾
ｎ／ ， ｜ ｜

／
｜ ｜
〇

（
ｓ ２

）

有关 ．

本文的组织结构如下 ： 第二节概述了
一

些本文所需的基础理论 ； 第三节叙述了方程

（
１ ． １

） 的导 出 ； 第四节我们对方程 （
１ ． １

） 的允许正解作了先验估计 ，
这是我们证明定理 １ ． １

的基础
； 第五节我们给出 了定理 １ ． １ 的证明 ．

§
２ 预备知识

命题 ２ ． １ 令 ％
＝

％
＋ 心 ｕ

，
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＾
ｉ
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ｋ
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＾
ｉ
ｊ
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＾
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进一步有 Ｅ＝

〇 ．

ｉＪＥ切勿
’

＝ 切
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＊
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良 正 以
＿

Ｕ
ｉ

＾

ｋｊ

＿

＾
ｉ ｋ＾ｊ

＝
〇 ？

由 Ｒｉｃｃ ｉ 恒等式 ，

＾
ｉ

， ｊ ｋ＾
ｉ
ｊ
＾ｋ

—

＾
ｉ

，

ｋｊ

—

＾
ｉ ｋ＾ｊ

＝

｛
＾

ｉ
， ｊ
ｋ
＿ Ｈ

－＿

＝ —

Ｈ
－＿

＝ —

Ｈ
－

＾
ｉ ｋ＾ｊ＾

ｉ
ｊ
＾ ｋ

—

＾
ｉｋ

／ ｄａｎ ｛
ｗ

）

２

＼

Ｖｄｗ
ｉ
ｊ）

 ， ｊ

＝ 〇
，

＝

 （
ａｎ （

ｗ
）

－

ｗ
ｉ
ｊ

） ｊ



蔡梦凡 李春和与欧氏空间共形 的背景空间 中的 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 问题 １４３２ 期

＝

ｄａｎ （
ｗ

） ｉ
ｊｊ

〇＾ ｋｊ

＝ ａｎ
（
ｗ

）
ｗ

ｋ ｄ

Ｗｋ ｉ
， ｊ
Ｗ

ｔ
ｊ－

ａｎ （
ｗ

）
ｗ

＇

ｌ ｋ

ｗ
ｊ ｌ

ｗ ｋ ｔｊ

＝ ａｎ （
ｗ

）
ｗ

ｋ ｄ

Ｗｋ ｉ
ｉ ｊ
Ｗ

１
３－

（７ｎ ｛
ｗ

）
ｗ

ｋ ｄ
Ｗ

ｊ ｉ
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１３

命题 ２ ． ２ 设 ｆ
（則 ＝ ｈ” ， 其中 ｗ＝

｛
ｗ
＾ ｝ 为对称矩阵 ，

若 ｗ 的特征值在 ｒ
ｆｃ 内

，

ｄＦ
＇

ｄＷｉ ｊ 

－

＾ｄＦ ^

则矩阵 ｛｜ ｝ 正定且

ｄＷａ

此外 ，

ｆ 在凸锥 ｒ
ｆｃ 上是凹的 ， 即 ｖ

（
７ｆｅ ）

ｅ

ｄ
２

Ｆ

Ｅ
ｄＷ

ｉｊ
ｄＷｋ ｉ

｛
Ｗ

）
ｒ
｝ ｉｊ

Ｔ
｝ｋ ｉ＾〇 ．

定理 ２ ． １（
Ｅｖａｎｓ

－Ｋ ｒｙｌｏｖ 定理％ 假设二阶完全非线性方程

Ｆ
（
Ｖ

２

ｕ
，

＇

Ｖｕ
，

ｕ
，

ｘ
）
＝

０
，ａ ：ｅＣＭ

ｎ

满足 ：

（
１

）（
２ ． １

） 是
一致椭圆的 ， 即对某正常数 Ａ 彡 Ａ

，

呢
２

Ｗ椒Ａ ＡＷ
２

，

ＷＡ ｇ ＳｄＳ
，Ｇ Ｋ＇

其中记 Ｆ
（

Ａ
，

＿

，

＿

，

＿

） ，

４
＝

｛％ ｝
ｅ 沪

ｘ ＂

，

沪
ｘ ＂

表示 ｎ 阶对称矩阵 ，

Ｆ
ｉ
ｊ

（
Ａ

）

ｄＦ
｛
Ａ

）

（
２

）
Ｆ 关于 Ｖ

２
ｕ 是凹函数 ，

则 当 ＜Ｃ
＊

时
，
有

其中 ＣＭ衣赖于 ｎ
，

Ａ
，

Ａ
，

Ｆ
，

ｎ ．

Ｍ ｃ ２
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ａ

（
ｎ
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（
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）

§
３ 方程 （

１ ． １
） 的导出

３ 维欧氏空间 中
，
对于闭 凸超曲面 Ｍ

，
ｗ
＝ 尹々 为支撑函数

，
位置向量 ｆ 

＝

叫 ｅ
ｉ ＋ ｗｅ

，

记 叫
ｊ
＝

％
＋则有 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 问题方程 ： ｄｅｔ

（
ｗ

）

＝

去
＝
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两端乘以 ｉｔ 并在 ５

１２ 上积
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（
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对 ｈｉ 求变分 ， 可得

其中
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这里第二个等号用 了分部积分 ，
故

Ｌｕ
：

Ｉ ｓ ２

（
３＾ ｄｅｔ

（
ｉ ｔ；

）

－

ｆ
（

ｐ ）
．

若
ｉ／ｕ

＝
０

，
贝 ｉ

ｊ

３ ｄｅｔ
（
ｗ

）
＝

ｆ ．

此即为 ３ 维欧氏空间 中 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 问题的变分方程 ．

下面我们做进
一

步推广 ，
对于 ５

＝其中 ａ 是标准的欧氏度量 ． 此时外围空间

不再是欧氏空间 ，

５ 与 ａ 共形 ， 为共形因子 ．

ｘｄｙ
八ｄ之 ＋

ｙｄ之 八ｄｘ＋ ｚｄｘ八ｄｙ ，Ｉｗ ｄｅｔ
（
ｔｙ

）

＝

Ｉｓ
２ ３
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ｕ ｄｅｔ
（
ｗ
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（ｐ ） ［
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］ ，

其中 ｐ
＝ ｃ ＝

则

ｓ
２ ３

ｊ ｄｎ

２
－

 ２是支撑函数 Ｗ 给定的 凸体 ．

下面我们确定 ／ｌ
〇
９
）

．

令

ｕｊ＝ｈ
（ｐ ）

ｘｄｙ
Ａ ｄｚｈ
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另
一

方面 ，
对于 ５

＝
ｅ

２＃Ｖ
，
有 ＝

ｅ
＿ ｄＦ

，
从而有

Ｉ ｓ ２

ｄｅｔ
（
ｉｙ

）
＝

／
ｅ
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所以
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（
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）

由 常数变易法可进
一

步解出

下面把 ｈ
（ｐ ） 看成 已知函数 ，

令泛函

Ｌｕ

ｉ ｓ ２

（
ｈ
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（
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对 ｌｕ 求变分 ， 可得
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／ ｃ
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在进一步化简 ｌｕ 之前
，
做如下准备工作 ．

取单位正交坐标系 ｛
ｅ ｉ ，

ｅ ２ ｝ ，
使得 切 １ １

＝Ｗｎ＋ 以
，

１（； ２ ２
＝Ｗ ２２＋ Ｗ

，

１（ ； １ ２
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｜

Ｖｎ
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Ｕ
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＝

Ｕ
ｉ
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Ｐｉ
， ｊ
￣
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ｊ
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－
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Ｗ
ｉ
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， ｊ

下面分项对 进行化简 ：

３ ｄｅｔ
 （
忉

）

ｈ
＂

（ｐ ）ｐｊ ｐ ｉ
ｕ

ｈ
ｆ

（ｐ ）
ｕ

ｈ
ｆ

（ｐ ）
ｕｐ

．

ｈ
ｆ

（ｐ ）
ｕｐ

．

Ｐｊ Ｐｉ

Ｐｊ

ｄｗ
ｉ
ｊ

ｄ ｄｅｔ
（
ｗ

）

９ｗ
ｊ ｊ

９ ｄｅｔ
（
ｔｙ

）

—

ｈ＾ｐ＾ｐＶｕ＾ ｄｅ＾ｗ ） ）

ｐ ｉ
Ｕ
ｊ 

ｄｅｔ
（
ｉｙ

）

Ｕ
ｊ
ｄｅｔ

（
ｗ；

）

９ ｄｅｔ
（
ｗ

） ， ， 、

ＵｋＷｋ
ｊ


Ｕ
ｉ 
ｄｅｔ

（
ｗ；

ｊ

ｈ＼ｐ ）
ｕｐｉ ［

ｕ ｋ Ｓｉｋ 
ｄｅｔ

（
ｔｙ

）

－

Ｕ
ｉ
ｊ 

ｄｅｔ
（
ｗ；

） ］

＝ 〇
，

＂ ， 、

ｄ ｄｅｔ
（
ｗ

）ｕ ｆ ｒ＾（
ａ ｄｅｔＨ ^

ｈ
 ｉｐ ）ｐｉ

ｊ
ｕ

＾
－ ｈ

｛ｐ ）
ｕ

）

Ｗ
ｊ ＇

ｋ Ｕｋ

＝ ｈ
＇

｛ｐ ）
ｕ （

ｗ ｋ
ｊ
Ｗｋ ｉ

－

Ｗ
ｉ
ｊ
Ｕ＋ Ｕ ｋＷｋ ｉ

ｊ ）ｗ
３ ，

ｋＵ ｋ

＝ ｈ
＇

｛ｐ ）
ｕ （

ｗ ｋ
ｊ
Ｗｋ ｉ

－

Ｗ
ｉ
ｊ
Ｕ

）

＝ ｈ
ｆ

（ｐ ）
ｕ

 ［

ｗｋｊ
Ｓｋ

ｊ
ｄｅｔ

（
ｔｙ

）

—

２ｕ ｄｅｔ
（
ｗ

） ］

＝ ｈ
／

（ｐ ）
ｕ ｄｅｔ

（
ｗ

）

Ａｕ
^

－

／ｉ

，

（ｐ ） ｜

Ｖｎ
｜

２

ｄｅｔＨ ＋ ｈ
／

（ｐ ）ｐ ｉ
ｕ
Ｊ

ｄ ｄ

Ｑ＾

＋ ｈ
，

＾ ｐ３
ｕ

ｉ

ｄ Ａ

Ｑ^
＝ －

ｈ＼ｐ ） ＼

Ｖｕ
＼

２

ｄｅｔ
（
ｔｙ

）
＋ ２ｈ

ｆ

（ｐ ） ／
）
ｉ
Ｕ产

ＯＷ
ｉ
ｊ

＝ －

ｈ＾ｐ＾Ｖｕ ］

２

ｄｅｔ
（
ｔｙ

）
＋ ２ｈ

ｆ

 （ｐ）
ｕｋＷ ｋ

ｊ
Ｕ
ｊ

＝ —

ｈ
ｆ

｛ｐ ） ＼

Ｖｕ
＼

２

ｄｅｔ
（
ｉｕ

）
＋ 

２ ｈ！
｛ｐ ）

ｕｋＵ
ｊ
５ｋ

ｊ 

ｄｅｔ
（
ｗ；

）

＝ —

ｈ
ｆ

（ｐ ） ＼

Ｓ／ｕ
＼

２

ｄｅｔ
（
ｔｙ

）
＋ ２ｈ

ｆ

（ｐ ） ＼

Ｖｕ
＼

２

ｄｅｔ
（
＾

）

＝ ｈ
ｆ

（ｐ ） ＼

Ｖｕ
＼

２

ｄｅｔ
（
ｉｕ

）
．

故

Ｌｕ ＝ ［

ｈ＾ｐ＾Ｖｕ
２

ｄｅｔ
（
ｔｙ

）＾
＋ ｈ

ｆ

（ｐ ）
ｕ

２

ｄｅｔ
（
＾

） ｙ
？ ＋ ３ ／ｉ

（ ／
＞

） 

ｄｅｔ
（
ｗ

）

ｉ

ｐ

—

ｆ ＜

ｐ
］

Ｊｓ ２

＝ ／ ［

２ｐｈ
ｆ

（ｐ ） 

ｄｅｔ
（
ｗ

）

（

ｐ
＋ Ｓｈ

（ｐ ） 

ｄｅｔ
（
＾

）

（

／
？
—

ｆ ｉ

ｐ ］

．

Ｊｓ ２

若 ｉｕ
＝

〇
， 有

２ｐｈ＼ｐ ） 

ｄｅｔ
（
ｉｙ

）
＋ ３ｈ

（ｐ ） 

ｄｅｔ
（
ｉｙ

）

—

／
＝０ ．



蔡梦凡 李春和与欧氏空间共形 的背景空间 中的 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 问题 １４７２ 期

将 （
３ ． １

） 代入上式 ，
有

这就得到 了方程 （
１ ． １

）
．

§
４ 先验估计

３ｅ
３咕 （ ｐ ）

ｄｅｔ
（
ｗ

）

—

／

＝
０ ．

§
４ ． １Ｗ

１

估计

引理 ４ ＿ １ 若 Ｗ＞０ 是方程
（

１ ． １
）
的允许解＃

＇

〇
〇
）
＜ －

泰
－

ｅ
，

ｅ 为某
一

小正常数 ，
则存

在
一

个只与 有关的正常数 （７
，
使得

Ｓ
２１

ｍａｘ
｜

Ｖ ｌｎ ｗ
＾Ｃ ．

证 首先将方程 （

１ ． １
） 改写为

ｄｅｔ
（
ｎ

＊
ｊ

－

＼

－

Ｓ
ｉ
ｊ
ｕ

）
＝

＾

ｅ
３＾

ｆ ． （

４ ． １
）

令 ｚ ；＝ ｌｎｕ
， 即 ｗ

＝
ｅ

ｗ

， 从而

Ｕ
ｉ
＝

ＧＶ
ｉ ，

＝
Ｇ ｛ｐｉ

ｊ

￣

＼
￣

 ）

ｕ
２

＋
Ｖｗ

２
＝

ｅ
２ ｕ

（

１＋
 ｜

Ｖｖ
２

）
，

则
（

４ ． １
）
化为

ｄｅｔ
（＾

＋ Ｖｉ
Ｖ
ｊ
＋ ６ｉ

ｊ ）
＝Ｉ ｅ

３Ｖ
＞０）

２？

＾ （

４２
）

其中 歹
＝

Ａ
（

１＋

２

｜

Ｖ”
｜

２

）

．

令 Ｐ＝

￥ ，
设 Ｐ 在 勒 处取最大值 ， 在 卻 处建立局部单位标准正交系 ｛

ｅ
ｉ ｝ ， 可选

取 ｅ
ｘ ， 使得

Ｖ
ｌ （
ｘ〇 ）

＝

 ｜

Ｖｕ
（
ｘ〇 ） ｜

，ｖ２ ｛
ｘ〇 ）

＝
０ ．

又在 处
，
巧 ＝ ０

，

Ｐ
ｉ ｉ＜０

， 即

２

Ｖ
ｊ
Ｖ
ｊ

ｉ
＝ ０

， 即＝
０

，

Ｖｉ ．

ｉ
＝

ｉ

２ ２

Ｐ
ｉ ｉ
＝

〉 ：＾＾＜ 〇 ． （

４ ． ３
）

ｊ
＝ ｉ ｉ

＝ ｉ

由 （
４ ． ３

） ， 我们有

（
ａ

ｉ
ｊ ）
＝

Ｖ
ｉ
ｊ
＋ ｖ＾

ｊ
＋ ｄｉ

ｊ
＝ｄ ｉａｇ （

ｌ＋１＋ ｖ２２
）

－



１ ４８ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

令 Ｆ
ｉｊ

Ｏ ｄ ｅ

ａ＿ ， 可知 （
ｉ
＾

） 在 〇 ；

〇 处也为对角 阵 ， 根据最大值原理 ， 可得

０＞ｐ
ｉｊｐ

ｉｉ

＊
？ ｉ
＝ ｉ

二

ｊｙ％
ｉ＝ ｌ

＝

Ｊ２
＃印

２

＋
Ｊ２
０ ｖ

ｊ
Ｖ
ｊ
ｉ ｉ

ｉ
， ｊ
＝ ｌ ｉ

， ｊ
＝ ｌ

２

＝ Ｆ
２ ２

ｖ
２ ２

２

＋Ｆ
Ｍ

Ｖ
ｊ（

Ｖ
ｉ
ｊｊ
＋ Ｖ

ｊ

－

Ｖ
ｉ
Ｓ

ｉ
ｊ ）

＊
， ｊ
＝ ｌ

＝ Ｆ
２ ２

ｖ
２ ２

２

＋ Ｖ ｉ
ＸＩ

ｐ
ｉ ｉ

ｖ＾＋ ｖ ｉ

２

Ｊ２ 

ｐ
ｉ ｉ

－
ｖ

＾
ｆ
Ｕ

＊
＝ １ ｉ

＝ ｌ

＝ Ｆ
２ ２

（ｙ ２ ２

２

＋ Ｖ ！

２

）
＋ Ｖ ！

 ２^
Ｆ
Ｕ

Ｖ
ｉａ ，

其中第四个等号用 了如下 Ｒ ｉｃｃ ｉ 恒等式 ：

通过
（

４ ． ２
） ，

ｄ ｄｅｔ
（
ａ

ｉ
ｊ ）

＾
ｊ
ｉ ｉ
＝

＾
ｉ
ｊ

ｉ
＝

＾
ｉ ｉ
ｊ

Ｈ
－

＾ｓ ＾ ｓ ｉ
ｊ
ｉ
＝

＾
ｉ ｉ
ｊ＾ｓ＾ｓ

ｊ
＾

ｉ ｉ

—

＾ｓ ｉ
＾

ｉ
ｊ ）
＝

＾
ｉ ｉ
ｊ

Ｈ
－—

”
ｉ^ ｉ

ｊ
？

ｄ
ｉ
ｊ
ｉ
＝

Ｆｊ ｊ

 ［

ｖｕ Ｖ
ｊ
＋ Ｖ

ｉ
Ｖ
ｊ
ｉ＋ Ｖｉ

ｊ
ｉ

］
＝

Ｆ
ｌ
ｊ
Ｖ

ｉｎ ，

９（Ｘ
ｉ
ｊ

ｄ ｄｅｔ
（
ａ

ｉ
ｊ ）

ａ＾
＝

１

 ［ （

＿

３＾ （＾）？１

＿

２ｖ
ｉ ）

ｅ
ｓ＾ ｐ ）

２ｖ

ｆ
＋ ｅ

３Ｖ
－

（ｐ ）
２

Ｖｉ
］

ｏｃｉ
ｉ
ｊ ｏ

（
４ － ４

）

ｐ
３＾ （ ｐ）

２ｖ

３
扇 

ｅ、 ＋ ｅ、
，

ｌ

２

＋ ｅ、叱
／
－

２／ｉ＋ ／ｉ

］

；

于是

Ｆ
＾
ｖｕｘ

＝ ｅ

￣

３＾－

２ｖ

ｏ

３＾ （，

￣

）

ｅ
２

＾ ＋ ｅ

＞ ＇

Ｖ－
２

／
－

２Ｍ ＋ ／ｌ
（

４ ＿ ５
）

将 （

４ ． ５
） 代入 （

４ ．４
） ， 有

又 因为

０＞Ｆ
２ ２

（
ｖ
ｌ２
＋ ｖ

ｌ ）
＋ ＋

 ＼

Ｖｖ
２

） ｆ

－

２／ｆ
＋

ｆｌ
Ｖ

ｌ
］

．

Ｆ
２ ２

（
Ｖ２ ２

２

＋ Ｖ
＼

２

）＾０ ，

所以

〇＾ ＋
 ＼

Ｖｖ
２

） ｆ

－

２ｆｖ ｌ
＋

ｆｌ
Ｖ

ｌ
］

，

即

０＾ ［

－

３＾ （ｐ ）
ｅ
２ ｖ

（
ｌ＋


Ｖ ｉ；

｜

２

）

－

２
｝

ｖ
ｌ
＋

＾
Ｖ ｌ＾ ＼

－＾
＇

｛ｐ ）
ｅ
２ｖ

｛
ｌ＋


Ｖ ｉ；

｜

２

）

－

２
］

ｖ
＼

－

＾
Ｖ ｌ

．



蔡梦凡 李春和与欧氏空间共形 的背景空间 中的 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 问题 １４９２ 期

当 —

３＃⑶ ｅ
２ｕ

（

ｌ＋
 ｜

Ｖ ？；
｜

２

）

－

２＞０且
３＾

／

（ｐ）
ｅ
２ ｗ

（

ｌ＋ Ｖｕ
２

）

２

＜１ 时
， 有

Ｖ
Ｉ＜

１

－

３＜
’

（＾）
ｅ
２ ｗ

（
１＋

Ｖｗ
｜

２

）

／ｉ．／ｉ

？

＜． ．

事实上 ，

３ ｉ
／
ｊ

＇

（ｐ ）
２ｐ

－

２

１

＜ １
，

顽
－

十 

２？
－

２ ＞ 〇
，

－

３Ｖ
／

（Ｗ （
ｌ＋

Ｖ ｔｆ ）

－

２

１ １

－

■

ｉ ｉ
ｌ
｝

＇

｛ｐ ）
ｅ
２ｖ

（
１＋

 ｜

Ｖｖ
２

）

－

２

＝

６^

其中 ， 为 了使第二个不等式成立 ，
这里让 ｅ＞ 泰

．

综上 ，
当 妒 〇

〇
）＜

－

忐
－

ｅ 为某一小正常数时 ， 有 外 ＜Ｃ 成立
， 其中 Ｃ 依赖于

Ｔ平 ，
故

｜

Ｖ ｌｎ ｕ
＜ （７ ．

推论 ４ ． １ 存在
一

个只与 有关的正常数 （７
，
使得

Ｓ ２ Ｊ

ｍａｘ ｉ

ｓ
２

ｍ ｉｎ ｉ

ｓ
２

（ ａ

证 因为

且 Ｖ ｌｉｍ
｜＜Ｃ

，
故有

ｌｎ ｆｍａｘ ｎ
）

—

 ｌｎ
（
ｍ ｉｎ ｗ

）＾Ｃｉ／ ｉ Ｖ ｌｎ ｗ ｄｘ
，

ｓ ２ ｓ
２ ＪＳ ２

ｌｎ
（
ｍａｘ ｉｉ

）

—

 ｌｎ
（
ｍ ｉｎ ｕ

）＜Ｃ２ ，

ｍａｘ ｕ

ｍｍ ｕ

ｓ
２

故关于解 ｗ 的 Ｈａｒｎａｃｋ 不等式成立 ， 即＾＜ （７３ ， 其中 均为任
一

常数 ．

Ｓ ２

引理 ４ ． ２ 若 ｕ＞０ 是方程 （
１ ． １

） 的允许解 ， 舛ｐ ）
＞
－Ａ

， 其中 Ａ 是正常数 ，
则存在一

个只与 有关的正常数 Ｃ
，
使得

ｍａｘ ｎ
２

＾Ｃ ｍａｘ
／ ．

ｓ
２ ｓ

２

证 设 吻 为 ｗ 的最小值点 ，
选取

一

个局部单位正交坐标系 使得
（
叫

彡 ）
在 〇 ：

〇 处

为对角 阵 ， 即

（
ｕ

ｉ
ｊ
＋ Ｓｉ

ｊ
ｕ

）
＝

ｄ ｉａｇ （
ｗｎ＋ ｕ

， 
Ｕ
２ ２＋ ｕ

） ，

且在 尤 ０ 处 ， 叫
＝ ０

， 叫 ｉ 彡 ０
，

ｉ＝１
，

２
，

又 ０１

２

＞
４〇

＊

２ ，
贝 ｌ

ｊ

ｍ ｉｎ ｗ
２

＾ ｍａｘ
（
ｅ

－

３＾ ＾＾
／ ）＾ｍａｘ ／ ，



１ ５０ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

其中第二个不等式成立用到 了 舛 ／〇 ＞
－Ａ

， 其中 Ａ 为正常数 ．

从而 由推论 ４ ． １
， 有

ｍａｘ ｕ
２

＾ （７ ｍ ｉｎ ｕ
２

^
Ｓ ２

Ｃ ｍａｘ
／ ．

§
４ ． ２Ｃ

２

估计

我们采用文
［

３
］
中的方法 ，

记

Ｈ ：

―

ｔｒａｃｅ
 （
ｕ

ｉ
ｊ
＋ ６ｉ

ｊ
ｕ

）
＝Ａｕ＋２ｕ ．

由 引理 ４ ． ２
， 我们获得了解 ｕ 的 估计 ， 所以 叫 ｜

被 孖 控制 ，
因此要想得到 ｗ 的 Ｃ

２

估

计
，
只需要得到 丑 的上界 ．

引理 ４ ． ３ 若 ｗ＞０ 是方程
（

１ ． １
）
的允许解 ，

丑 ：

＝
ｔｒａｃｅ

（
ｗ〇

＋＝Ａｗ＋ ２ｗ
， 则

ｍａｘ ｉ？
＾ｍａｘ

（
２ ／ｉ

—

Ａｈ
） ，

其中
Ｓ
＝

证 设 丑 在 处取最大值 ，
则有 〇

，
在 邱 附近选取

一

个局部单位正交坐标

系 ｛
ｅ

ｉ ｝ ， 使得在 〇 ；

〇 处为对角 阵 ， 令 Ｆ
（
Ｈ〇

＝

（
ｄｅｔ

（
ｗ

） ）

ｉ
， 则方程 （

１ ． １
） 变为

Ｆ
（
Ｗ

）
＝

＾
＝ ｅ

－

ｉ＾
ｆ ， （

４ ． ６
）

其中 ７

＝

／
善

．

因为 （

Ａｗ
） ｉ ｉ
＝Ａ

（糾 ）
＋ 

２Ａｗ
—

２＿仏 这里 ｎ
＝２

， 所以

Ｈｕ
＝

 （
Ａｕ

）ｕ＋ 
２ｕｕ

＝Ａ
（
Ｗｕ ）

—

２Ｗｕ＋ 
Ｈ．

令 则 在 吻 处为对角矩阵 ． 因为 ｗｅ所以 （
ｆ〃

）
正定

，
从而

２

其中

０＾
Ｆ＾Ｈ

ｉ
ｊ
＝Ｆ

ｉ ｉ

Ｈ
ｉ ｉ
＝Ｆ

Ｕ
Ａ

（
Ｗｕ

）

－

２Ｆ
ｕ
Ｗｕ＋ 

Ｈ
２^
ｆ
ｕ

，

ｉ
＝ ｌ

（

４ ＿ ７
）

Ｆ
＾
Ｗｕ

＝

ｖ ３

（

４ － ８
）

对
（

４ ． ６
） 沿ｅ ｓ 方向微分两次 ， 我们有

Ｆ＾Ｗ
ｉ
ｊ
ｓ
＝

＼＾
＝ ｅ

－

ｉ＾
ｆ

 ＼ ，

Ｌ

ｙ ３ 」 ｓ

Ｆ＾Ｗ
ｉ
ｊ
ｓ
Ｗ

ｐｇ ｓ
＋ 
Ｆ＾Ａ

（
Ｗ

ｉ
ｊ ）
＝Ａ ．

因为 Ｆ 在 ； 处是凹的 ， 所以有

Ｆ
ｉ ｉ

Ａ
（

Ｗ
ｉ ｉ

）＾
Ａ

Ｖ３

ｅ｜ Ｖ
＞

（ ｐ ）

Ｊ （

４ ＿ ９
）



蔡梦凡 李春和与欧氏空间共形 的背景空间 中的 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 问题 １ ５ １２ 期

比较 （

４ ． ７
） （

４ ． ９
） ，
有

０ 彡 Ａ

ｉ
＝ ｌ

而

２ ２

＝

Ｅ ｜
ｉ
）
＝ｈ＾ ｉ

Ｗ＾ａ
． ｉ
Ｗ

）＾１
，

ｉ
＝

ｌ ｉ
＝ ｌ

由 （
４ ． １ ０

） ， 我们有

Ｈ
＾ ２

＼＾＝ ｅ

－

ｉ＾ｐ ）

ｊ
＼
－

Ａ．

ＩＶ３
Ｊ

＼ ＬＶ３ ^

证毕 ．

（

４ － １ ０
）

§
５ 定理 １ ． １ 的证明

我们使用连续性方法 ｗ 来证明定理 １ ． １ ．

对于 ＾ ［

０
，

１
］

， 为 了叙述方便起见 ， 不妨令 ｉ＝０ 时 ，

ｕ
＝１

， 考虑方程

３ ｄｅｔ
（
ｕ；

）
ｅ
３ ，

／

，ｗ＝
ｆｔ ， （

５ ． １
）

其中／ｔ
＝

Ｖ
＋

（
１
－

〇／〇 ，／〇
＝

３ｅ
３Ｗ ｌ ）

，
令

Ｓ
＝

〇
ｅ
 ［

０
，

１
］ 方程 （

５ ＿ １
） 有允许正解 ｝

．

若 １ｅＳ
，
则方程 （

５ ． １
） 有解 ， 故只需证明非空集合 Ｓ 开且闭 （

因为 ０ｅＳ
）

．

§
５ ． １ 开性

直接计算可得 ， 方程 （

１ ． １
） 的线性化算子为

Ｌ
（

＜

ｐ ）
＝

＝：

（
Ｗ

）

（阳
＋  ＜％ Ｐ ）

＋
／ｅ

３咖Ｖ （ｐ ） （—
＋ ▽ ｔｔＶｐ ）

． （
５ ． ２

）

为了说明 ｉ 是可逆的 ，
还需证明 ｋｅｒｉ＝

｛
０
｝

．

引理 ５ ． １ 若〇 ）
＜
－

卷
—

ｅ
， 其中 ｅ 为某

一

正常数 ， 则 ｋｅｒｉ＝

｛
０
｝

＿

证 记 外
＇

＝ 与＾ ，
易知矩阵 （巧 ）

＞〇
， 令 沪

＝ 训
，
则

（
５ ． ２

） 可以 写成

Ｌ
（

ｉ

ｐ ）

＝ （
ｕ

｛
ｊ
Ｖ＋ Ｕ

｛
Ｖ
ｊ
＋ Ｕ

ｊ
Ｖ

ｉ＋ ｕｖ
ｉ
ｊ
＋ Ｓｉ

ｊ
ｕｖ

）
＋ （

ｕ
２

ｖ＋

Ｖｕ

＼

２

ｖ＋ ｕＶｕ
■

Ｖ ＊

？；

）

＝ ２Ｆ
ｉ
ｊ
ｕ

ｉ
ｖ
ｊ
＋ ｕＦ＾ Ｖ

ｉ
ｊ
＋＋

ｆｅ
３＾

ｉｐ

＇

（ｐ ）
ｕ

２

ｖ＋ ｛ｐ ） ＼

Ｖｕ
＼

２

ｖ

ｏ

＋
／ｅ

－

３＃
Ｖ

，

（咖▽ ■

ｕＷ

假设 ！ ／

（＃ ）
＝

０
，
〇；〇 为 ｚ； 的最大值点 ，

则在 ｘ〇 处 ， 叫
＝ ０

， ％ 彡 ０
，

０＾ｕＦ
＾
Ｖ

ｉ
ｊ
＝—

＾
ｖｅ

￣

３＾ｐ ＾

ｆ

—

ｆｅ
￣

３＾ｐ ＾ ／

ｉ

ｐ

ｆ

（ｐ ）
ｕ
２

ｖ
—

ｆｅ

￣

３＾＾
＾

ｆ

（ｐ ） ＼

Ｖｕ
＼

２

ｖ
，

ｏ
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即

－

豊

Ｖ
－

Ｖ
＞

’

（ｐ ）

？

２
／

Ｗ＜０ ．

又 Ｖ
／

（Ｐ ）＜
－

秦
－

ｅ
， 所以 彡 ０ ． 在最小值点处 ， 同理可得 彡 ０

， 所以在 Ｓ
１ ２

上
，

ｗｅ０
， 即ｐ

ｅ０
，
这就证得了ｋｅｒｉ＝

｛
０
｝

？

由 Ｆｒｅｄｈｏ ｌｍ 的二择
一

定理可知 ， 线性化算子 ｉ
（ｐ ） 可逆 ．

根据引理 ５ ． １ 可知 Ｓ 是开集 ，
通过引理 ４ ． １ 引理 ４ ． ３ 我们获得了方程

（

５ ． １
） 的允许正

解的一致 Ｃ
２

估计 ， 从而方程 （
５ ． １

） 是
一

致椭圆的 ． 利用 Ｅｖａｎｓ
－Ｋ ｒｙｌｏｖ 理论

， 我们可以获得

解的更高阶导数估计 ，
也就得到 了Ｓ 是闭集的结论 ． 特别地

，

１ｅ方程 （
５ ． １

）
有解

，

至此

定理 １ ． １ 的存在性部分证明完毕 ．

下面我们证明定理 １ ． １ 中解的唯
一

性部分 ．

§５ ． ２ 解的唯一性

假设 Ｗ＞０ 是方程
（

１ ． １
）
的两个允许解 ， 把方程 （

１ ． １
） 写成 （

４ ． ６
） 的形式 ， 我们不妨

假设 ｍ
￥
ｘ
告
＝

Ｃ ，Ｃ 为某
一

正常数 ，
且在点 ％ 处取得最大值 ， 则有 Ｃｗ 彡 幻 和 Ｃｗ （

ａ ：

〇 ）
＝

 ？；
（
〇 ；

〇 ）

成立，

令Ｓ
＝

（Ｘ则ｓ
－

ｕ彡〇 ，
且

（
ｓ
－

ｌ；

） （
Ｘ〇 ）

＝
０ ．

我们断言 Ｃ＜１ ．

否则
，
若 ｃ

＞１
，
定义

Ｕ
＊
＝

（
１
—

ｔ
）
ｖ＋ ｔ ｓ

，

Ｕ
ｆ
＝

（
Ｕ

ｉ／
＋ Ｓｉ

ｊ
＾

）
＝

（
１
－

ｔ
）
Ｖ ＋ ｔｓ

，

其中 ｖ＝
（％

？

＋ ＜＾ ｕ
） ，

ｓ＝
（

Ｓ
ｉ
ｊ
＋ ５

ｉ
ｊ
Ｓ

）

． 因为 都是方程 （

ｌ ． ｉ
）
的允许解 ， 所以 ｖｅｒ２ ，

ｓｅｒ２ ，
由 于 ｒ

２ 是凸锥 ，
因而 妒 ｅｒ ２ ， 所以

（
＃

（
［／

＊

） ）
＞ 〇

，

其中 （

Ｆ勿
＇

（
［／

＊

） ）
＝

＿ ？ 令 ７
？⑷ ＝ 则

Ｆ
（
Ｓ

）

－

Ｆ
（
Ｖ

）

＝

＾ 

Ｖ

＇

（
ｔ

）
ｄｔ
＝

Ｅ（
／

＇

 ［ （％

－

Ｖ
ｉ
ｊ ）
＋ Ｓ＾ｓ

－

ｔ；
） ］

．

另
一

方面 ，
由

（
４ ． ６

）
有

Ｆ
（

Ｓ
）

－

Ｆ
（
Ｖ

）
＝

ｖ ３ｙ ３

（
５ － ３

）

（

５ ＿ ４
）

其中Ａｉ
＝

長

＿

Ｐ２
—

１

令

Ｆ＾
ｉ
Ｕ＾ ｄｔ

，
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则
（％ ）

＞０
，
由 （

５ ． ３
） （

５ ． ４
） ，
我们有

＾
ｅ

｜ ｖ
＞

（ｐ ｉ ）

ｊ

＿
Ｌ

ｅ
｜ Ｖ

＞

（Ｐ ２ ）

ｊ
＝

＾
Ｃ

ｉ

．

．

（
Ｓ

ｉ
ｊ

＿

ｖ
． ．

＾
＋ ？

（
ｓ
－

ｖ
）

． （
５ ． ５

）

Ｄ＝ １ ｉ＝ ｌ

因为在 〇 内 ｓ
－ 且

， 所以 ａ； 〇 是 ｓ
－

ｗ 的最小值点 ， 从而在 ；ｒ〇 处 ，

Ｓ
ｉｊ

＿

Ｖ
ｉｊ＾０ ．

因此
（

５ ． ５
） 的右侧在 〇；

〇 处是非负的 ， 即在 〇 ；

〇 处 ，

Ｆ
（

Ｓ
）

－

Ｆ
（

Ｖ
）
＝ ＾〇 ．

ｖ ３ｙ ３

在 处
， 由 于

（
ｓ
２

＋
Ｖ ｓ

｜

２

）

—

（
ｖ

２

＋
 ｜

Ｖ ｉ；

２

）
＝

（
ｓ＋ ｖ

） （
ｓ
—

ｖ
）

—

Ｖ
（
ｓ＋ ｖ

）
Ｖ

（
ｓ
— ，

ｕ
）
＝

０
）

（

５ ． ６
）

不妨令

ｓ
２

＋
Ｖ ｓ

｜

２

ｖ
２

＋
Ｖｖ

２

Ｐ
＝

２

＝

２

＝１
，

此时

Ｆ
｛
Ｓ

）

－

Ｆ
（
Ｖ

）
＝ （

５ ． ７
）

ｖ ３

令 含
＝ Ｍ

＜１
， Ｃ

＝⑷ ＝ 由于 分
’

（ｐ ）
＜
－

忐
－

ｓ
， 所以

５

＇

⑷ ＝ －

卜
１ ｅ

（
１＋ ３神 ） ）

＞０
，

从而 Ｓ （
＊
）

－

ｓ⑴ ＜〇
， 即 （

５ ． ７
）
是负的

，
这与 （

５ ． ６
）
矛盾 ．

综上 Ｃ 彡 １
， 即 彡 １ ． 同理有 彡 １

， 即 ｍ ｉ

２

ｎ
ｇ 彡 １

，
故 ｗ

＝
 ？；

，
这就证得了解

的唯
一

性．
Ｓ ８
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