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提要 剩余有限群也被称为是可 以有限逼近的群 ，
其特性常常 由 它的有限商群的性质决定 ． Ｓｅｋｓｅｎｂａｅｖ

定理断言 ： 若对无限多个素数
：Ｐ ，
多重循环群 Ｇ 都是剩余有限 ＆ 群

，
则 Ｇ 是有限生成 的无挠幂零群 ．

Ｒｏｂ ｉｎｓｏｎ 把该定理推广为 ： 设 Ｇ 是有限秩的可解群
，
若对无限多个素数 ｐ ，Ｇ 都是剩余有限 ＆ 群

，
则

Ｇ 是有限秩的无挠幂零群 ． 这是无限可解群里的两个经典结果 ． 本文证明 了有关无限可解群的两个剩

余有限性定理 ． 本文的结果完善了Ｓｅｋｓｅｎｂａｅｖ
－Ｒｏｂ ｉｎｓｏｎ 定理 ．

关键词 可解群 ，
剩余有限性

，
不可约多项式 ，

整群环
，
下 中心列

ＭＲ
（
２０００

） 主题分类２０Ｅ２６
，
２０Ｆ １４

，
２０Ｆ １ ６

中 图法分类 ０ １ ５２

文献标志码 Ａ

文章编号１ ０００－ ８３ １４
（
２０２４

）
０２－ ０ １ ８５－ ２０

§
１ 引 言

本文采用的符号和术语是标准的 ， 按照文 ［

１ ２
］

．

在无限群论里 ， 剩余有限性是最基本的研究对象之
一

， 具有根本的重要性 ． Ｒｏｂｉｎｓｏｎ

关于无限群的两卷本经典著作
一

共 １ ０ 章 ， 其中第 ９ 章
“

Ｒｅｓ ｉｄｕａ％
Ｆ ｉｎｉｔｅＧｒｏｕｐｓ

”

专

门处理剩余有限群 ． Ｌｅｎｎｏｘ 和 Ｒｏｂ ｉｎｓｏｎ 在集无限可解群研究之大成的牛津数学专著

之第
１ ８页明确写道 ：

“

Ａｍｏｎｇｔｈｅｍｏｓｔ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｆｉｎｉｔ ｅｎｅｓｓｃｏｎｄ ｉｔ ｉｏｎｓ ｉｓｒｅｓ ｉｄｕａｌ

ｆｉｎｉｔｅｎｅｓｓ ．

”

剩余有限性在无限群研究里的重要性 由此可见
一

斑 ．

设 Ｇ 是群 ， 若对于 Ｇ 的任意元素 ３＃
１

， 均存在 ｇｇ乂
＜Ｇ

， 使得 Ｇ
／
ｉＶ

ｇ 是有限群 ，
则

称 Ｇ 是剩余有限群 ． 特别地 ，
设 ７Ｔ 是某些素数的集合 ，

若对于群 Ｇ 的任意元素 ／Ｉ
＃

１
，
均

存在 ｈ
ｇＭ＜Ｇ

，
使得 Ｇ

／
７Ｖｆｔ 是有限 ７Ｔ

－ 群 ，
则称 Ｇ 是剩余有限 ７Ｔ

－ 群 ． 在剩余有限 ７Ｔ
－ 群

里
， 最重要的是 ７Ｔ

＝

｛ｐ ｝ 的情形． 若对于群 Ｇ 的任意元素 ０；

＃
１

， 均存在 ａ ；

０ 凡 ＜
］ Ｇ

，
使得

Ｇ
／乂 是有限 ｐ

■ 群 ， 则称 Ｇ 是剩余有限 ｐ 群 ．

熟知有限 Ｐ 群具有非平凡的 中心 ． 当 自 由群 Ｆ 的秩超过 １ 时 ，

Ｆ 的 中心是平凡的 ， 并

且 Ｆ 是剩余有限 Ｒ 群 （ｐ 是任意素数 ） ，
这表明剩余有限＞群是

一

个非常复杂的研究对
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象 ，
它与有限 Ｐ

■ 群具有根本性的区别 ．

在无限可解群里 ，
研究最深入 、 成果最丰富的部分当是对多重循环群的研究 （

见
［

４
］ ）

．

把关于多重循环群的结果推广到更
一般的可解群 ， 是

一条行之有效的学术思路 ． 多重循环

群是剩余有限的 ，
这是多重循环群的

一

个基本特征． 更
一般地

，

Ｍａｌｃｅｖ 证明多重循环群的

每个子群在 Ｐｒｏｆｉｎ ｉｔｅ 拓扑下都是闭子群 ， 由此出发也衍生出许多深入的研究 ． 就无限可解

群的剩余有限性而言
，

Ｒｏｂ ｉｎｓｏｎ 在文
［

５
］
里证明 了

一个十分整齐的
一

般性结果 ： ６ 〇
－ 群 Ｇ

是剩余有限的当且仅当 Ｇ 的 Ｆ ｉｔｔ ｉｎｇ 子群的 中心是既约的 ． 对 ６
ｉ

－ 群和 ６ ２
－ 群

，

Ｒｏｂｉｎｓｏｎ

也得到 了相应的剩余有限性定理 ． 我们在文 阅 里证明 ： 若 Ｓ
ｉ

－ 群 Ｇ 的 Ｆ ｉｔｔ ｉｎｇ 子群的 中心

是既约的 ， 则其全形 Ｈｏ ｌ

（
Ｇ

）
是剩余有限 ７Ｔ

－ 群 ，
这里 ７Ｔ 是有限个素数的集合 ． 借助 Ｐｒｏｆｉｎｉｔｅ

拓扑
， 我们在文 ［

７
］
里证明了６ 〇

－ 群是强剩余有限的 当且仅当 Ｇ 的谱是空集 ． 沿着文
［

７
］

的思路
，
文

［

８ ９
］
进行了更进

一

步的研究 ．

（注 ： 文
［

８ ９
］
用术语

“

ｅｘｔｅｎｄｅｄｒｅｓ ｉｄｕａ％
ｆｉｎｉｔｅ

”

替代了文
［

７
］

里
“

强剩余有限性
”

的英译
“

ｓｔｒｏｎｇ ｌｙ
ｒｅｓ ｉｄｕａｌ ｌｙ

ｆｉｎｉｔｅ
”

，
或许是前者 比后者

在修辞上规范 ．

） 在 Ｈａｌ ｌ 关于无限可解群的开创性研究 里
， 他用群环等工具证明每个

有限生成的 ａｂｅ ｌ ｉａｎ－ｂｙ
－ｎｉ ｌｐｏｔｅｎｔ 群

一

定是剩余有限的 ， 文 ［

１ １ １ ２
］
把这个结果推广到有限

生成的 ａｂｅｌ ｉａｎ－ｂｙ
－

ｐｏ ｌｙｃｙｃ ｌ ｉｃ 群 ，
这是无限可解群里最深刻的剩余有限性定理 ． 文

［

１
］
之第

４７３页在提及文
［

１ １ １ ２
］
所取得的成就时 ，

感叹 ：

“

Ｔｈｅ
ｐｒｏｏｆ  ｉ ｓｓ ｉ

ｇｎ
ｉｆｉｃａｎｔ ｌｙ

ｈａｒｄｅｒ
”

．

剩余有限群有时也被称为是可以有限逼近的群 ，
因为对于这类群来说 ， 其特性常常可

以 由 它的有限商群的性质决定 ． 例如 ，

Ｂａｅｒ 在文
［

１ ３
］

里证明 ： 若多重循环群 Ｇ 的每个有限

商群都是超可解的 ， 则 Ｇ 也是超可解的 ． 这个结果建立在
一条代数数论的定理之上 ，

这样

它在本质上是
一

个数论定理 ． Ｒｏｂ ｉｎｓｏｎ 在文
［

１ ４
］
里证明 ： 若有限生成的可解群 Ｇ 的每个

有限商群都是幂零的 ，
则 Ｇ 也是幂零的 ． 另

一

方面 ，

Ｓｅｋｓｅｎｂａｅｖ 在文
［

１ ５
］
里证明 ： 若对无限

多个素数 多重循环群 Ｇ 都是剩余有限＞群 ，
则 Ｇ 是有限生成的无挠幂零群 ． Ｒｏｂｉｎｓｏｎ

在文
［

１ ６
］

里把这个结果推广到有限秩的可解群 ． 在文
［

１ ７ １ ８
］

里
， 我们从

一

类不可约多项

式出发
，
证明 ： 对任意有限个素数的集合 ７Ｔ

， 存在多重循环群 Ｇ
（
ｔｔ

） ，
使得 Ｇ

（
ｔｔ

）
是剩余有限

Ｐ
－ 群当且仅当

：Ｐｅ７Ｔ ． 在文
［

１ ９
］

里
， 我们推广了文

［

１ ７ １ ８
］
的结果 ，

得到了下面这个有些出

人意料之外的定理．

设 Ａ 是秩为 ｎ 的 自 由 Ａｂｅ ｌ 群
，
它的 自 同构群 ＡｕｔＡ＝ＧＬ

（
ｎ

，

Ｚ
）

． 设 ／ （
Ａ

）
＝＋

ａｎ Ａ
＂ １

＋ … ＋ ａ ｉ
Ａ＋ ａ〇 是整系数不可约多项式 ，

其中 ａ〇
＝± １ ． 记

＾
０－

ａ〇
、

１０—

ａ ＼

ａ
＝ ：ＧＡｕｔ Ａ ．

０—

ａｎ－ ２

＼ １—

ａｎ ｉ ｊ

构造群 Ｇ 
＝４ｘ

〈
ａ

〉 ， 则 Ｇ 是剩余有限 尹 群当且仅当 ；ｐ 整除 ／ （

ｌ
）

．
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当然 ， 判断
一

个整系数多项式是否在整数环上可约 ，
不是

一

件轻松的事 ， 文 ［

２〇
］
给出

了
一

系列判别准则 ． 还是从不可约多项式出发 ， 文 ［

２ １
］
把文

［

１ ７
］
的主要结果推广到有限秩

的可解群 ， 本文的第
一

个 目 的是把文
［

１ ９
］
的结果推广到有限秩的可解群 ，

证明下面的定理 ．

定理 １ ． １ 设 Ｘ 是有理数加群 Ｑ 的非平凡子群 ，

７Ｔ 是 Ｘ 的谱 ， 即 ７Ｔ
＝

｛ｐ ＩｐＸ＝Ｘ
｝ ，

Ａ＝

Ａ
？ 
Ｘ？

… ？ 
Ｘ

，
，

Ａ的 自 同构群
ＡｕｔＡ＝ＧＬ

（
ｎ

， Ｑｗ ） ， 其中 （＾
＝

｛彔 Ｉ

ｎ ｅ ｚ
， 
ｍ是７Ｔ

－

ｎ

数 ｝

■

？ 设 ｐ （
Ａ

）
＝Ａ

７１

＋ １

＋ 

？ ＿ ？

＋ ａ ｉ
Ａ

＋ ａ〇ｓＱＷ
［

Ａ
］
在Ｑ上不可约 ，

ａ
〇是环Ｑ ｔｔ的单位 ，

设 ｐ （

ｌ
）

＝
ｗｎ

， 其中 ｗ 是环 的单位 ，

ｍ 是 ７Ｔ

＇

－ 数 ，
记

＾
０

１０

ａ．
＝

＿

 ＿

－

ａ〇
^

－

〇
ｉ

：ｅＧＬ
（
ｎ

， ＱＪ
＝

Ａｕｔ Ａ ．

—

〇＂ｎ － １

—

〇＞

ｎ ｌ ）

构造群 Ｇ 
＝４ｘ

〈
ａ

＞ ，
则 Ｇ 是剩余有限 ｐ 群当且仅当 ｐ 整除 ｍ ．

这个定理把文
［

１ ７ １ ９
，

２ １
］
的相关工作 自 然地统

一起来了 ．

在
一

般群论里 ， 子群与正规子群存在严格的区别 ． 这样在非 Ａｂｅ ｌ 群里很少存在严格

的对偶现象 ． 从直观上看 ， 剩余有限性与可除性是近似对偶的概念 ，

：Ｒｏｂ ｉｎｓｏｎ 在文
［

２ ２
］
里

处理了文
［

２ １
］
的
一

个近似对偶问题 ．

在通常情况下 ，
无限可解群的研究多集中在有限秩的可解群 ． 在文

［

２３
］
里

， 我们从无

限循环群上的整群环入手 ， 研究了这个环上的两个矩阵群的剩余有限性质 ， 其中处理了
一

种无限秩的可解群 ． 本文的第二个主要 目 的是继承文
［

２ ３
］
的思路 ，

证明下面的定理 ．

定理 １ ．２ 设 （７
＝

〈
ｃ
〉 是无限循环群 ，

＝
ＺＣ 是 Ｃ 上的整群环 ． 记

ｒ

＾

１ｕ
（
ｃ

）
ｕ；

（
ｃ

）

、

Ｇ
＝ ＜ ｃ

ｌ

ｖ
｛
ｃ

）

ｉＧＺ
，ｕ （

ｃ
） ，

ｖ
（
ｃ

） ，

ｗ
（
ｃ

）
ＧＲ

＜ ＼

１

） ｊ

则 Ｇ 是 ３
－ 生成的 ｃｅｎｔ ｒｅ

－ｂｙ
－ｍｅｔａｂｅ ｌ ｉａｎ 群 ？ 对每个素数 ｐ ，

Ｇ 和 Ｇ
／ Ｃ
Ｇ 均是剩余有限 尹

群 ，
这里 ＣＧ 是 Ｇ 的 中心 ． 进

一

步地
，
设 ７Ｔ 是任意多个素数的集合 ， 存在 Ｇ 的商群 Ｇ

（
ｔｔ

） ，

使得 Ｇ
（
ｔｔ

） 是剩余有限 ｐ 群当且仅当 ｐ
Ｇｔｔ ．

定理 １ ． １ 与定理 １ ． ２ 之间存在天然的联系 ． 按照定理 １ ． １
，
对任意有限个素数 ｛Ｐ ｌ ， ：

ｐ２
，

…

，

如 ｝ ， 我们都可以构造出有限秩的可解群 Ｇ
， 使得 Ｇ 是剩余有限 产 群当且仅当 ｐｅ｛Ｐ ｌ ，

Ｐ２ ，

…

， Ｐｎ ｝
． 当然这个事实也可 由定理 １ ． ２ 得到 ． 反过来 ， 定理 １ ． ２ 能够处理 ７Ｔ 是无限集的

情况
，
这是定理 １ ． １ 无能为力的 ． 定理 １ ． ２ 构造的群 Ｇ

，
Ｇ

／Ｃ
Ｇ

，
以及 Ｇ

（
ｔｔ

） 都是无限秩的可

解群 ． 按照 Ｒｏｂ ｉｎｓｏｎ
［

１ ６
】 的结论 ，

我们只有在无限秩的可解群里 ， 才能处理 ｔｔ 是无限集的

问题
，
得到定理 １ ． ２ 这样的结论．
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也许 ，
无限循环群的整群环 ｉ？

＝ＺＣ 上的矩阵群是
一

个非常值得关注的研究课题 ．

§
２ 定理 １ ． １ 的证明

下面的引理在处理有限生成的幂零群的剩余有限性质时是有用的 ，
见文

［

２４
， 定理 ２ ． １

］

．

引理 ２ ． １ 设 Ｇ 是有限生成的幂零群
，
它的挠元都是 ｙ 元 ，

则 Ｇ 是剩余有限＞群 ．

熟知 ，
当 ０＜Ｘ＜（Ｑ ，

＋
） 时 ，

Ｘ 的 自 同态环 ＥｎｄＸ＝Ｉ ，
这里 ７Ｔ 是 Ｘ 的谱 ， 即

７ｒ
＝

｛ｐ ｜

ｐＸ
＝

Ｘ
｝

． 这样对 Ａｂｅ ｌ 群 Ａ
＝而言 ， 其 自 同态环

（ Ｈｏｍ
（

Ｘ
，

Ｘ
）Ｈｏｍ

（

Ｘ
，

Ｘ
） ． ． ．Ｈｏｍ

（
Ｘ

，

Ｘ
）

Ｈｏｍ
（

Ｘ
，

Ｘ
）Ｈｏｍ

（

Ｘ
，

Ｘ
）Ｈｏｍ

（
Ｘ

，

Ｘ
）

ＥｎｄＡ 
＝ ＝ Ｍａｔ

＾
ｎ

’ Ｑ Ｔｒ ） ，

＼Ｒｏｍ
（
Ｘ

，

Ｘ
）Ｒｏｍ

（
Ｘ

，

Ｘ
）． ． ．Ｈｏｍ

（
Ｘ

，

Ｘ
）／、 ＾Ｔｈ Ｘ Ｔｈ

进而 Ａ 的 自 同构群 ＡｕｔＡ＝ＧＬｈ ＱＪ ．

定理１ ． １的证明 假设ｐ （
ｌ

）
＝１＋ ａｎ＿ ｉ＋ ａｎ＿ ２Ｈ



ｈａ ｉ＋ ａ〇
＝

ｗｍ
，

ｗ属于Ｑｉ的单

位群 ，

ｍ 是 ， 数并且 ｐ ｜
ｍ ． 显然 ａ

－ Ｊ 是 Ａ 的
一

个 自 同态 ，
这里 Ｊ 是 ４ 的恒等 自 同态 ．

对矩阵

－

ａ〇 ^

－

ｃｉ
ｉ

—

Ｃｔｎ
－

２

１
—

〇＞ｎ— ｌ
／

进行 Ｑｘ 上如下形式的 幺模变换 （仿照文 ［

２ ５
］ ）

：

（
ｉ

）
互换矩阵的两行 （

列
） ；

（
ｉ ｉ

）
用 的单位乘以矩阵的某行 （

列
） ；

（
ｉ ｉ ｉ

） 把矩阵的某行 （
列

） 乘以 的某个元加到另
一

行 （
列

） ，

ａ
－

ｉ 可以化为其 Ｓｍ ｉｔｈ 标准形 ． 由此不难得到 ＡｕｔＡ＝ＧＬｈ ＱＪ 的两个元 卢 和 ７ ，

１
３
＝

（ ＼

１１

１ １ １

＼

， ７

＝

（
－

１

－

１

ｄｏ

、

戊
１＋ ａ〇

？

？？

 ？

〈
１１１… ？

Ｖ
＼

ｎ
—

２

—

１ａ
ｉ

ｉ＝ ０

－

ｉ／

满足 ／
３

（
ａ
－

ｉ
）７

＝
ｄｉａｇ （

ｌ
， 
１

，

…

，

ｌ
， ｐ （

ｌ
） ）

． 因 列
＝ １

， 卜 ｜
＝

（

＿

ｌ
）

ｎ

， 故 ｜

ａ
－

７
］
＝

（

－

ｌ
）

ｎ

ｐ （

ｌ
）

．
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记 ｅ
＝

ｄｉａｇ （
ｌ

，

１
，

…

，

ｌ
， ｐ （

ｌ
） ） ， 则 ｅｅＥｎｄＡ 具有如下形式 ：

这样

￡ ；？
？  ＊ ？

？ 
Ｘ

— ？ 
Ｘ

？
？  ＊ ？

０

（
Ｘ

ｉ ，

Ｘ ２ ，

＊ ． ＊—
（
Ｘ ｌ ，

Ｘ２ ，

…

， Ｐ （
ｌ

）
Ｘｎ ） ，

Ａ
／ ｛
ａ
—

Ｉ
） 

Ａ＝ Ａ
／＾

１

￡７
１

Ａ
＝

ＰＡ／
ｅ

（^

ｌ

Ａ
）

Ｘ十 Ｘ十
＿ ＊ ． ？ Ｘ

ｌ
ｅ

Ｘ ？ Ｘ ？ ． ． ． ？ ｐ （
ｌ

）
Ｘ

＝ Ｘ
／ｐ （

ｌ
）

Ｘ＝ Ｘ
／
ｍ

（
ｕＸ

）
＝ Ｘ

／
ｍＸ

＝

因此
，

｜

Ａ
／ （
ａ
－

Ｊ
）
Ａ


＝

ｍ ．

注意到 Ｇ 
＝Ａｘ

〈
ａ

〉 ，
对每个正整数 ｆｃ

，
显然 （

ａ
－

Ｊ
）

ｆｃ
Ａ 是 Ａ 的

一

个子群 ， 并且

（
ａ
－

Ｉ
）

ｋ
Ａ
＝

 ［

Ａ
， 
ａ

，

？ －

 ，

ａ
］
＝

 ［

Ａ
，ｆｅ ｏ ：

］ ，

ｋ

这样
（
ａ
－

Ｊ
）

ｆｃ
４ 是 Ｇ 的正规子群 ．

因 ｃｃ
－

／

＝

 （

－

ｌ
）

？

ｐ⑴ ＃
０

，
ａ
－

ｉ 是 Ａ 的
一

个单同态
，
故 ｃｎ 

－

ｉ 自 然地诱导 出群同构

（
ａ
－

Ｉ
）

Ａ
／ （
ａ
－

Ｉ
）

２

Ａ＾ Ａ
／ ｛
ａ
－

Ｉ
）
Ａ

，

进
一

步地 ，

（
ａ
－

Ｉ
）

ｋ
Ａ
／ （
ａ
－

Ｉ
）

ｋ＋ １

Ａ＾
（
ａ
－

ｉｆ
＾
Ａ

／ ｉ
ａ
－

Ｉ
）

ｋ
Ａ

，

从而对每个正整数 ｆｃ
，

｜ （
ａ
—＝

ｍ ．

记ＴＯ＝
ｐ％ｐｆ

Ｚ ？ 设 历＜Ａ
， 使得 迅 ／卜

－

■／

■

）
〇 ！＝Ｏ

ｐ
＇

（
ｙＶ （

ａ
－是有限Ａｂｅ ｌ群

々 （
ａ

－

Ｊ
）
Ａ 的 Ｈａｌ ｌ

ｐ
＇

－ 子群
，
则有 上 氏

｜
＝

ｐ
ｅ

． 类似地
，
对每个正整数 ｉ

，
取 氏 彡 Ａ

，
使得

玖 ／ （
ａ
— ＝

Ｏ
ｐ

，

（

Ａ
／ （
ａ
— 疗义

） 是 Ａ
／ （
ａ
＿ 疗乂 的 Ｈａｌ ｌ

ｐ
，
－ 子群 ． 此时

｜

Ａ ： 玖
｜
＝

ｐ
ｅ ｉ

， 由

此我们得到
一

个子群降链

Ｂ
＼＞Ｂ２＞

■  ？  ■

＞＾＞
？  ■  ？

，

从＾ ／ （
ａ
—

ｃｈａｒＡ
／ （
ａ
—知 氏

＜
３Ｇ

， 门 私
＜３Ｇ ． 对每个因 ｜

Ａ ：Ｐ ｜氏 Ｉ
＞
 ｜

Ａ ：

ｒ＝ ｌｒ＝ ｌ

玖
｜
＝

ｐ
ｅ ｉ

， 故 Ａ
／￥

Ｓ
ｒ 是无限 Ａｂｅ ｌ 群 ．

ｒ＝ ｌ

设 ｒ
／ 鬥 Ｓ

ｒ 是 Ａ
／ 鬥 的烧子群 ？ 由 ４

／ 鬥 Ｂ
ｒ＜３

乂
／凡 知 ｒ

／ 鬥 是 Ａｂｅ ｌ
ｐ

ｒ＝ ｌｒ＝ ｌ ｒ＝ ｌ ｒ＝ ｌｒ＝ ｌ

群 ？ 注意到 Ａ＝ ， ？ 
Ｘ 十 … ？ 

Ｘ
，

是秩为 ｎ 的 Ａｂｅｌ 群 ？Ｔ
／ 鬥 艮 是秩不超过 ｎ 的 Ａｂｅｌ

、 ．

ｖ＾
ｒ＝ ｌ

ｎ

ｐ
－ 群

，
它满足子群的极小条件 ． 这样 ｒ

／
０可以分解为有限个循环 斤 群与有限个拟循

环 Ｐ
■ 群的直和 ． 注意到 ７Ｔ 是 Ａ 的谱 ，

ｍ 是 ７Ｔ

＇
－ 数 ，

以及 ｐ ｜
ｍ

， 可知 ｐ 多 ７Ｔ
， 从而 Ａ 与拟循
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环
；ｐ

－ 群无关 ，

ｒ
／５ｓｒ 没有拟循环 尹 子群 ，

Ｔ
／ 鬥 ｓ

ｒ 是有限个有限 浐 群的直和 ，
它是有

ｒ＝ ｌ ｒ＝ ｌ

限群 ，
这样 Ａ

／
ｒ 
＝

（

Ａ
／Ｈ

Ｂ
ｒ

）
／

（

ｒ
／Ｈ

Ｂ
ｒ
）
是无限的无烧 Ａｂｅ ｌ 群 ．

ｒ＝ ｌｒ＝ ｌ

设 Ｔ 和 Ａ
／
ｒ 的秩分别为 ｓ 和 Ｍ 彡 １ ． 当 鬥 艮 ＃

１ 时
，

ｓ 彡 １ ． 于是 ＡｕｔＴ＜ＧＬ
（
ｓ

， Ｑ ） ，

ｒ＝ ｌ

Ａｕｔ
（
Ａ
／
Ｔ

） 彡ＧＬ （
ｔ

， Ｑ ） ， 其中ｓ ＋ 
ｔ＝ｒａｎｋ⑷ ＝ ｎ ． 注意到Ｔ／鬥 床ｃｈａｒＡ／鬥

Ｂ
ｒ ，

Ｔ
和Ａ

ｒ＝ ｌｒ＝ ｌ

都是 Ｇ 的正规子群 ？ 当 ａ 作用在 １＜ｒ＜Ａ 上时
，

ａ 自然地作用在 １＜ｒ？ｚＱ＜Ａ （８ ） ＺＱ 上 ，

４ ？ ＞ｚ Ｑ 是 Ｑ 上的 ｎ 维向量空间 ，

Ｔ （８ ）Ｚ Ｑ 是 的 ｓ 维不变子空间 ． 由此 ａ 自然地对应

于
一

个 ｎ 阶分块矩阵 Ｐ Ｗ ） ， 其中 Ｃ／ 是 ｓ 阶矩阵 ． 显然 ｐ （
Ａ

）
＝


ＡＪ
－

ａ
｜
＝


ＡＪｓ

－

Ｃ／
ｈ ｜

Ａ７
ｔ

－ Ｖ
｜

是可约的 ，
这是不可能的 ，

因此 Ｈ 凡 ＝ １ ．

ｒ＝ ｌ

现在能够证明 Ｇ 是剩余有限 尹 群 ， 分两种情况讨论．

（
ｉ
） 当 ａ 是 的无限阶元时 ？

对于任意的 １
＃ＳｅＧ ，

当 ０ｇＡ 时 ，
因 Ｇ

／
Ａｓ

〈
ａ

〉
是
￥
限循环群 ，

显然存在 Ａ＜

乂
＜Ｇ

，
使得 ＡＴ

ｇ
且 Ｇ

／
ｉＶ

９ 是有限 Ｒ 群 ． 当 ３
ｅ４ 时

，
因 鬥 床 ＝ １

，
存在正整数 ｉ

，
使

ｒ＝ ｌ

ｇ 癸 玖 ＿ 注意到

（
ａ
—

Ｉ
）

１

Ａ＝

 ［

Ａ
， 
ａ

， 
ａ

， 

？  ■ ？

 ， 
ａ

］
＜

］ Ｇ
，

ｉ

Ｇ
／ （
ａ

－是幂零群 ，
于是 Ｇ

／玖 是幂零群 ． 因 ４
／莰 是有限 Ａｂｅ ｌ

ｐ 群 ，
它是 Ｇ

／玖 的挠

子群 ， 故根据引理 ２ ． １ 知存在 玖 ＜＜Ｇ
， 使得 ｓｇ

Ｍ
ｓ
且 Ｇ

／
Ｍ

ｓ 是有限 Ｒ 群 ． 因此 Ｇ

是剩余有限 Ｐ
■ 群 ．

反过来 ， 假设 Ｇ 是剩余有限 ｐ 群 ， 我们断言 ｐ 
ｍ ．

取 ＧＬ
（
ｎ

， Ｑｗ ） 的元素

Ｐ＝

ＣＬ
ｌＣＬ２

．  ？  ＿

＾ｎ １１

以
２

． ． ．

＾ｎ １１

： ．

．

？

 ．

．

．

 Ｇ ＧＬ
（
ｎ

， Ｑ ７ｒ
）

．

（^ ｎ
—

ｌ
？

可以直接验证 ｐ
Ｗ
ａＰ＝Ｙ

， 其中 Ｗ 是 ａ 的转置矩阵 ．

对 Ａ＝Ｘ ？Ｘ 十… ？ Ｘ 的任意元素 （
ＸＵ ２ ，

…

，

：Ｃｎ
） ，
记

（ Ｊ／Ｕ ２ ，

…

， ２Ｍ ）

＝

（
尤 １

，

２ ： ２ ，

…

，

？ ）
？？

，
则有

ａ
（ｙ ｉ ， ２／２ ，

…

， ｙｎ ）
＝

（ ２／ １ ， ２／２ ，

…

， ２Ｍ ）

？ 尸
＿

１

〇 ！ ＿？ ＝

（仍 ， ２／２ ，

…

， ＂？ ）
〇 ！

’

，
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／〇１ ＼

ｄ
（ｙ ｉ ， Ｖ２ ，

－ － －

 ， Ｖｎ ）
＝

 ， ｙｎ ）
°

？

１

＼
—

ａ〇
—

〇
１
… —

〇ｎ－ ｌ ／

由 Ｇ 是剩余有限
；
ｐ
■ 群可知 ，

对于任意 １
＃ｙ ｉｅＧ

， 存在 ｙ ｉｇ
ｉＶ＜Ｇ

， 使得 Ｇ
／
ＡＴ 是有

限 俨 群 ？ 记 Ｇ 
＝

Ｇ
／
ＪＶ

，

此时

ｙｆ

＝

Ｖｎ

ａ 〇

，

ｙ＾

＝

ｙ ｉ Ｖｎ

ａ

＼

ＶＺ－ ｌ
＝

ｙｎ － ２Ｖｎ

ａｎ ２

，

ｖｌ
＝

ｙｕ ｘＶｕ

ａｎ

＼

这样 没２ ， 司 ＝

没ｒ

１

坑
１

 ？

ｗ
１

坑
１



ｗ
１

武 ＝ ｗ
ｐ （

１
）

，
注意到 ｐ （

ｉ
）

＝ 腦
，

ｗ 是 的

单位 ？ 即 ｗｅ
｛
士 １

｝
ｘｎ ⑷ ， 可得 Ｗ

ｅ
７２Ｇ 彡 ＦｒａｔＧ ．

ｇ £ ７ｒ

如果 ｐ 十
ＴＯ

， 从 没ｍ 是 ｐ
■ 元以及 ％ｅ

ＰｒａｔＧ 知 ， 没ｍｅＦｒａｔＧ
，
进而 奴ｉ ， 没２ ，

…

， 瓦^

都属 于 ＰＹａｔ泛 根据 奶必 ，

…

， ｙ？ 的任意性 ，
立即可得有限 ｐ 群 Ｇ＝ ㈤ 是循环的 ，

Ｃ
ｅ

７２６ 
＝１

，
必须 ＝１ ． 从而 ？ …

， ｐ２ ， 扒 都等于 １
，
这与 ｙ ｉ 癸 ＡＴ 矛盾 ■ 因此

ｐ ｜
ｍ ．

（
ｉ ｉ

）
当 ａ 是 ＧＬ

（
ｎ

， Ｑｗ ） 的有限阶元时 ？

设 Ｈ
＝ Ｚ

，
则有 以 ＝ 因

；ｐ （
Ａ

） 在 Ｑ 上是不可约的 ，

ａ 的最小多项式等于 ｐ （
Ａ

） ，
故

ｐ （
Ａ

） ｜

Ａ
ｚ－

１ ．

ｐ （
Ａ

） 等于某个分圆多项式 ￥
ｒ

（
Ａ

）
． 根据文

［

２６
， 命题 １ ． ５６

］
知 ，

ｐ⑴ ＝

Ｍ ｉ
）
＝ ＜

［

Ｐ ，
当 ７

＂

： ＃ ，
⑶时 ，

１
１

， 其他 ．

因此
， 当 Ｊ

？
 
ｍ 时

，
必有 ｐ （

ｌ
）
＝

ｐ ？ 这时 ｐ （

Ａ
）
＝￥

Ｐ
？

（
Ａ

） ，

ａ 是
一

个 ｐ
■ 元

， 仿照情形 （
ｉ

）
的推

理
， 可以验证 Ｇ 是剩余有限 尹 群 ．

反过來 当 Ｇ 是剩余有限 ｐ
■ 群时 ，

ａ
—

定是
一

个 ｐ
■ 元 ． 设 ａ


＝

ｐ
ｓ

， ｐ （
Ａ

） ｜ （
Ａｐ

Ｓ

－
１

） ，

Ｐ （
Ａ

） 等于某个分圆多项式 １＜ｉ 彡 ｓ
，
于是 ｐ

＝

ｐ （
ｌ

） ，
这 自 然意味着 ｐ ｜

ＴＯ ．

§
３ 定理 １ ． ２ 的证明

我们分两个部分来完成定理 １ ． ２ 的证明 ．

设 （７
＝

〈
Ｃ
＞
是无限循环群 ，

ｉ？＝Ｚ （７ 是 Ｃ 上的整群环 ，

ｉ？ 的加群 （
丑

，
＋

）
是以 ｛

ｄ
 Ｉ

ｉｅ

Ｚ
｝ 为基的 自 由 Ａｂｅ ｌ 群 ？ 又设 ｉ

■

是 ｉ？ 的增广理想 ，

Ｊ＝（
ｃ
＿

１
）
兄 对每个正整数 ｍ

，
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严 ＝

（
Ｃ
－

１广开？ 文
［

２３
］

已经证明 了下面的引理 ．

弓 丨
理 ３ ． １ 设 ｃ 和 ｉ？ 如上述

， 则 ｒ〇 ，

ｒ
ｉ ，

ｒ

＊

２ ，

…

，

ｒ２卜 ｉ ， ％ ，

… 构成 〇
Ｒ

，
＋

） 的
一

组基
， 其

中

『０
＝＝ ｉ

，

＾
１

＝如 １
） ，

Ｔ
２

＝如 １
）

２

，

３

－

１
＝＝

＞ －

ｉ
）

２卜 １

Ｔ
２
ｊ

＝

并且对于每个正整数 ｍ
，
均有 （

Ｅ
，
＋

）
＝

（
＆〇？ 

Ｚｎ？ ＆ ２ 十
… ？ ＆ｍ

）
？严

＋ １

．

设 ［１
（
３

，

ｉ？
） 是 由 ｉ？ 上对角线元素全是 １ 的 ３ 阶上三角矩阵构成的幂零群 ，

ｒ
（
３

，

Ｅ
）
是

由 丑 上可逆的 ３ 阶上三角矩阵构成的可解群 ，
现在考虑介于 Ｃ／

（
３

，

ｉ２
） 与 ：Ｔ

（
３

，

ｉ２
）
之间的群

１Ｕ
（
Ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）

＜ ｅ ｖ
（
ｃ

）

１

ｚＧＺ
， 
ｗ

（
ｃ
） ， 
ｖ

（
ｃ
） ， 
ｗ

（
ｃ
）Ｇ ．Ｒ＞ ，

我们首先证明下面的定理 ．

定理 ３ ． １ 设 Ｇ 如上述
， 则有

（
ｉ ｉ

）
Ｇ 的 中心 ＣＧ

＝

｛ｅ 只卜 （
ｉ？

，

＋
） ，
它是秩为可数无限的 自 由 Ａｂｅｌ 群

；

（
ｉ ｉ ｉ

）Ｃ （
Ｇ
／Ｃ
Ｇ

）
＝１

；

（
ｉｖ

）
对每个正整数 ｍ

， 均有

１Ｘ
ｉｘ３

＞

７ｍ＋ ｌ
Ｇ
＝ ＜ １Ｘ

２
Ｘ ｉ ，

Ｘ２Ｇ／
ｍ

，ＸｓＧ／
ｍ
＿

１

１

Ｊ

从而ｆ ｌ＝１
；

ｍ＝ ｌ

（
Ｖ

）
ｄ

（

Ｇ
）
＝

３
， 即生成 Ｇ 所需的最少生成元的个数等于 ３

；

（
ｖ ｉ

）
对于每个素数 ｐ ，

Ｇ 是剩余有限 ｐ
■ 群 ；

（
ｖ ｉ ｉ

）
记 Ｇ 

＝
Ｇ

／ Ｃ
Ｇ

，
对每个正整数 ｍ

，
均有 ７ｍ＋ １

Ｇ
＝从而 鬥 ７ｍＳ

＝１
；

ｍ＝ ｌ

（
ｖ ｉ ｉ ｉ

）
对每个素数 ｐ ，

Ｇ
＝Ｇ

／ Ｃ
Ｇ 是剩余有限 ■ 群

；
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（
ｉｘ

）
Ｃ／

（
３

，

ｉ？
）
是Ｇ的Ｆ ｉｔｔ ｉｎｇ子群 ；

（
ｘ

）
Ｇ

是导长等于３的ｃｅｎｔｒｅ
－ｂｙ

－ｍｅｔａｂｅｌ ｉａｎ
群 ．

证 记 ａ
＝

ｆ

１

ｃ

ｉ  ］

，
注意到 Ｃ／

（
３

，

只
）

＜
３Ｇ

， 那么 Ｇ 可以表示为 Ｇ
＝

〈
ａ

〉

Ｋ［７
（

３
，

只
）

？

（
ｉ

）
［７

（

３
， 用 是幂零类为 ２ 的幂零群

，
其任意元素

１ｕ
（
ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）
１ ００ １ １ ０ １ ００ １ｕ

（
ｃ

）０

１ ｖ
（
ｃ

）

１ｖ
（
ｃ

）

１０
５

１ｗ
（
ｃ
）

１０

１ １ １ １ １

这样 Ｃ／
（

３
， 用 可 由形如

丨

１

３ ｆ

１

？的所有元素生成 ．

记ｕ
（
ｃ

）

＝
ａ

ｓ
ｃ
ｓ

＋ ａ ｓ＋ １
ｃ
ｓ＋ １

Ｈ


ｈ ａ ｓ＋ ｔ
ｃ
ｓ＋ ｔ

， 其中 叫ｅＺ
，

ｓ＜ｉ＜ｓ＋ ｉ
，

ｓ
，

ｉｅＺ
，

ｆ彡０
；

ｖ
（
ｃ

）

＝
ｂ
ｘ ｃ

ｘ

＋ ＆ｘ＋ ｉ
ｃ
ｘ＋ １

Ｈ


ｈ匕＋ ＾
一切

，
其中６

）
ｅＺ

，

ｘ＜ｊ

＿

＜ｘ＋
ｙ ，

ａ ：

， ｙ
ｅＺ

， ｙ彡０ ？ 容易

验证

１ｕ
（
ｃ

）０ １ｃ
ｓ

０ １ｃ
ｓ＋ １０

Ｑ ｓ＋ １

１ｃ
ｓ＋ ｔ０

Ｑ Ｓ＋ ｔ

１０

１

＝
１０

１

１０

１

１０

１

１００ １００

ｂ ｘ

１００

ｂ ｘ ＋ ｉ

１００

＾ ｘ ＋ ｙ

１ｖ
（
ｃ

）

１

＝
１ｃ

ｘ

１

１＾＋ １

１

１ｃ
ｘ＋ｙ

１

因此
，

Ｃ／
（
３

，

ｉ？
）

／
１ｃ

ｌ

０

■

１００
］

＝

（

１ ０

Ｌ １ 」

１ｃ
５

Ｌ ｉＪ

ｉ
， ｊｅｚ

；

１ １１０ １

％

１ｄ０

ｃ １０ ｃ
＝

１０

１ １ １ １

１

３

１００ １

－

３

１００

ｃ １１ ｃ
＝

１

１ １ １ １

Ｖ ｉ ｅ ｚ
，

Ｖ ｊ ｅ Ｚ
，

Ｍ ８即可得到 Ｇ ＝

（
ｉ ｉ

） 任取 ＳｅＧ
，
设 Ｓ

５
ｅ当且仅当下列等式成立 ：

１ ００

１ １

ｉ

（
ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）

ｃ
ｋｖ

｛
ｃ

）
其中 ｆｃＧＺ

，

Ｗ
（
Ｃ

） ， Ｍ ｅ
） ，

Ｗ
（
Ｃ

）
Ｇ 兄 运用 ⑴ 可知



１ ９４ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

１ １ ０ １ｕ
（
ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）
１ｕ

（
ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）

１ １ ０

１０

１

ｃ
ｋ

幻
（
ｃ

）

１

＝
ｃ
ｋ

ｌ；
（
Ｃ
）

１

１０

１

１００ １ｕ
（
ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）
１ｕ

｛
ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）

１００

１１ ｃ
ｋ

Ｈ ｅ
）

１

＝
ｃ
ｋ

？ ）

１

１１

１ １ １ １

亦即 当且仅当 ＝〇 且 ｗ
（
ｃ

）
＝

ｗ
（
ｃ

）
＝０

， 从而

１０ｗ
（
ｃ

）

ＣＧ １０ ｗ
（
ｃ

）
ＧＲ

（
ｉ ｉ ｉ

） 任取ｅＣ （
Ｇ
／Ｃ
Ｇ

） ， 其中
／ｉｅＧ

，
贝 Ｇ

］ｅＣＧ ． 设／ｉ
：

￥⑷ ， ｙ （
ｃ
） ，

ｚ
（
ｃ
）
ｅｉ？ ？ 从下式

＾
（
ｃ

）
ｚ

｛
ｃ

）

ｃ
ｌ

ｙ （
ｃ

）
， 其中 ｚ ｅ ｚ

，

ｘ
（
ｃ

）ｚ
（
ｃ

）

Ｃ
ｌ

ｙ （
ｃ

）

知ａ ；

（
ｃ
）
＝

ｙ （
ｃ
）
＝

０ ？ 又

ｘ
（
ｃ

）

—

ｃｘ
（
ｃ

）ｃ
ｌ

ｘ
（
ｃ

） ｙ （
ｃ

）

—

ｃ
１ ｉ

ｘ
（
ｃ

） ｙ （
ｃ

）

１ ｃ
ｌ

ｙ （
ｃ
）

－

ｃ
１ ｉ

ｙ （
ｃ
）

１

ｅ ＣＧ ，

ｅ ＣＧ ，

１１０ １０ｚ
（
ｃ

）

１ｃ
ｌ
－

ｌ０

１０
？

ｃ
ｌ０ ＝

１０

１ １ １

故 ｃ
ｚ
＿

１＝０
， 即 丨

＝ ０ ． 这意味着

０ｚ
（
ｃ

）

１０ ｅ Ｃ
Ｇ ＿

因此Ｃ （
Ｇ
／Ｃ
Ｇ

）
＝１ ．

（

ｉｖ
） 任取 Ｇ Ｇ根据基本的换位子公式 ：

１ｕｗ １Ｘｚ

ｃ
ｌ

Ｖ
５

ｄ１ｙ

１ １

１ｘ
（

ｌ
—

ｃ
ｚ

）
＋ ｕ

（
ｃＰ
—

１
）ｕｙ ｛

ｌ
—

ｃ
Ｊ
＋ ｃ

ｌ
＾

）
＋ ｃ

＾ ｘｙ （
ｌ
—

ｃ
ｚ

）

－

＼

－

ｃ

￣

ｌ

ｕｖ
（
ｌ
—

ｃ

＿

Ｊ

）

—

ｃ

￣

＾
ｘｖ

１ ｃ

＿

Ｊ

２／ （
ｌ
—

ｃ

￣

ｌ

）
＋ ｃ

￣

ｌ

ｖ
（
ｃ

￣

ｊ—
１

）

１
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可得
，

１（
ｃ

－

ｌ
）
ｒ

ｉｒ３

７２Ｇ＜ ＜ １ （
ｃ
－

ｌ
）
ｒ
２

ｒ
ｉ ，

ｒ２ ，

ｒ３ＧＲ ？

１

反过来
，
注意到

１（
ｃ 

－

ｌ
）
ｒ

ｉ
『３ １０ ０ １（

ｃ 

－

ｌ
）
ｒ

ｉ０

１
（
Ｃ

－

１
）
７

＊

２
＝

１
（
ｃ

－

ｌ
）
ｒ ２

１ ０

１ １ １

１ｒ
３０ １００ １０ ｒ

＊

３

１０

１

５

１１

１

＝
１ ０

１

＞

１ １—

ｒ
＼０ １（

Ｃ
—

１
）
７

＊

１０

ｃ

１

＞

１０

１

＝
１０

１

１ １００

：

１０ ０

Ｃ
１

＞

１—

Ｔ
２

＝
１（

ｃ

－

ｌ
）
ｒ
２

１ １ １

于是

１（
ｃ
－

ｌ
）
ｒ

ｉ
Ｔ３

（
ｃ
－

ｌ
）
ｒ ２

１

ｒ
ｉ ，

ｒ２ ，

ｒｓｅＲ ＜７２Ｇ ．

这就证明了
，

１（
ｃ

－

ｌ
）
ｎｒ３

７２Ｇ
＝ ＜ １ （

ｃ
－

ｌ
）
ｒ
２

ｒ
ｉ ，

ｒ２ ）

ｒ３ＧＲ ＞

？

１

『３

〇 ，

归纳假设 ７ｍ＋ ｌ
Ｇ

（
Ｃ
－

Ｉ
）

ｍ

ｎ （
〇
－

１
）

＾

＾３

１ （
ｃ－ ｌ

）

ｍ

ｒ２

１

ｒ
ｉ ，

ｒ
２ ，

ｒ３ｅ由于

１（
ｃ

－

ｌ
）

ｍ
ｒ
ｉ

１１０ １０
－

（
ｃ

－

ｌ
）

ｍ
ｒ
２

１
（
ｃ

－

ｌ
）

ｍ

ｒ ２ ＞

１０ ＝
１ ０

１ １ １

１（
ｃ
－

ｌ
）

ｍ
ｒ
ｉ （

ｃ
－

ｉｒ ＾ｓ
１００ １０

（
ｃ 

—

ｌ
）

ｍ
ｒ

ｉ

１
（
ｃ

－

ｌ
）

ｍ

ｒ ２ ＞

１１
＝

１ ０
５

１ １ １



１ ９６ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

１（
ｃ

－

ｌ
）

ｍ
ｒ

！（
ｃ 

－

ｌ
）

ｍ ｘ

ｒ３ １ ００

１ （
ｃ 

－

ｌ
）

ｍ

ｒ２ ｃ０

１ １

１（
ｃ
—

ｌ
）

ｍ＋ １

ｒ
ｉ（

ｃ 
—

ｌ
）

２ｍ＋ １

（

—

ｃ
１

ｒ
ｉ
ｒ
２ ）

１ （
ｃ 

—

ｌ
）

ｍ＋ １

（

—

ｃ
１

ｒ２ ）

１

故 ７ｍ＋ ２Ｇ 彡 ＜

另
一

方面 ， 从

（
Ｃ
－

Ｉ
）

＾ １

＾ ！ （
ｃ
－

ｌ
）

ｍ

Ｘ ３

１ （
ｃ ｌ

）

ｍ＋ １

ｘ ２
Ｘ ｉ ，

ｘ２ ，

ｘ３ＧＲ

１（
ｃ 

－

ｌ
）

ｍ

ｘ３０ １００ １０（
ｃ

－

ｌ
）

ｍ

ｘ３

１０

１

？

１１

１

—

１０

１

１ １－

（
ｃ
－

ｌ
）

ｍ

ｘ ｉ０ １（
ｃ 

－

ｌ
）

ｍ＋ １

ｘ ｉ０

ｃ

１

？

１０

１

＝
１０

１

１００

１

１００

ｃ
１

？

１－

（
ｃ
－

ｌ
）

ｍ
ｘ
２

＝
１（

ｃ
－

ｌ
）

ｍ＋ １

ｘ
２

１ １ １

可得
（
ｃ－ ｌ

）

ｍ＋ １

Ｘ
ｌ （

ｃ－ ｌ＾ｘ
ｓ

１ （
Ｃ－ ｌ

）

ｍ＋ １

ａ ： ２

１

工
１ ，

尤
２ ，

尤
３Ｇ ＜７ｍ＋ ２

Ｇ ？ 因此

７ｍ＋ ２Ｇ
：

１ （
ｃ

－

ｌ
）

ｍ＋ １

ｘ
ｉ （

ｃ

－

ｌ
）

ｍ
ｘ３

１ （
ｃ

－

ｌ
）

ｍ＋ １

Ｘ
２

１

这表明对正整数 ｍ
， 均有

１（
ｃ
－

ｌ
）

ｍ

ｘ ｉ（
ｃ
－

ｌ
）

？
－

１

^

＂

Ｊｍ＋ ｌ
Ｃｒ
＝ ＜ １ （

ｃ

－

ｌ
）

ｍ

Ｘ ２
ｅＲ

１

进
一

步地
， Ｈ７ｍＧ

＝１ ．

ｍ＝ ｌ

（
ｖ

） 根据 （

ｉｖ
）
易知 Ｇ

／７２
Ｇ 兰 Ｚ？ Ｚ？ Ｚ

，
再根据 ⑴ 可得 ｄ

（
Ｇ

）
＝

３ ．

（
ｖ ｉ

） 任取 １
＃ Ｍ

Ｇ
， 存在正整数 ｍ

， 使得 ５ 穿 ７ｍ＋ １
Ｇ ？ 我们断言 ５

＝
Ｇ

／７ｍ＋ １
Ｇ 的 中

心

１０ｒ

ＣＧ ＝＜ １０ｆｅ只＂
爪 １

１＋
）
＝

Ｚｒ〇十十 … 十 Ｚｒｍ ２
，

是秩等于 ｍ 
－

１ 的 自 由 Ａｂｅ ｌ 群 ．
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事实上
， 任取 ＡｅＧ

，
记 ／ｉ＝

丑 注意到 Ｃ 可 由

＼

等式成立 ：

１ ＣＣ ｉ Ｏ  Ｊ （ Ｃ  Ｊ

ｃ
ｆｃ

硕 ， 其中ｆｃｅＺ ，

ｘ
（
ｃ

） ， ｙ （
ｃ

）ｅ ＿Ｒ
／
ｉ
ｍ

，

ｚ
（
ｃ
）ｅ

－ １ Ｊ

ｉ

Ｊ
，
和

ｆ

１

１

４
的 同态像生成 ，

／ｉｅＣＧ 当且仅当下列

１ １ｘ
（
ｃ

）
ｚ

（
ｃ

）
１ｘ

（
ｃ
）

ｚ
（
ｃ
）

１

Ｃ

１

ｃ
ｋ

２／ （
ｃ

）

１

＝
ｃ
ｋ

ｙ （
ｃ
）

１

ｃ

１

１ １ ０ １ｘ
（
ｃ

）
ｚ

（
ｃ

）
１ｘ

（
ｃ
）

ｚ
（
ｃ
）

１ １ ０

１０

１

ｃ
ｋ

２／ （
ｃ

）

１

＝
ｃ
ｋ

２／ （
ｃ
）

１

１０

１

１ ００ １ｘ
（
ｃ

）
ｚ

（
ｃ

）
１ｘ

（
ｃ
）

ｚ
（
ｃ
）

１ ００

１１ ｃ
ｋ

ｙ （
ｃ

）

＝
ｃ
ｋ

ｙ （
ｃ
）

１１

１ １ １ １

亦即当且仅当 ｆｃ
＝〇 且 ｘ

（
ｃ

）
＝

ｙ （
ｃ

）
＝

０ ． 于是

１０ｚ
（
ｃ

）

ＣＧ ＝ ＜ １０ Ｊ
（
ｃ
ｊ
ｅＲ

／
Ｉ

７７１ １

１

ｔ

因此 Ｇ
—

定是无挠的 ． 这样 Ｇ 是 ３ 元生成的无挠幂零群 ． 根据引理 ２ ． １ 可知它是剩余有

限 Ｐ群 ，
故存在 们ｍ＋ １ｇ

ＡＶ７ｍ＋ １
Ｇ ＜Ｇ

／７ｍ＋ １
Ｇ

，
使得 （

Ｇ
／７ｍ＋ １

Ｇ
） ／ （

ＡＴ

／７ｍ＋ １
Ｇ

）
ＳＧ

／
ＡＴ

是

有限 Ｐ 群 ，
此时显然 ｇｇ故 Ｇ 是剩余有限 尹 群 ．

（
ｖ ｉ ｉ

）
对于任意的 沉 ， 兩 ｅＧ＝Ｇ

／Ｃ
Ｇ

， 根据 防 ，飼 ＝

［５ １ ， 仍 ］
可知 ７２Ｇ＝７２Ｇ ？ 归

纳假设＝

＾ ． 又＝

 ［＞￥＾ ］
＝

 ［＾ ， 切 ＝

［ｌｍＧ ，

Ｇ
］

＝ 冗＾ ，
因此

７ｍ＋ ｌ
Ｇ 
＝

７ｍ＋ ｌ
Ｇ ？ 进

一

步地 ， 根据 （
ｖ ｉ

） 知ｎＸ？
＝１ ＿

ｍ＝ ｌ

（
ｖ ｉ ｉ ｉ

） 任取 ＴｅＧ 存在正整数 ｍ
，
使得 歹 ｇ７ｍ＋ １

Ｇ
＝？ 记 Ｇ＝ 沒

／７ｍ＋ １
＆

我们断言

１ｘ ｉ０

ＣＧ
＝

Ｃ （
Ｇ

／７ｍ＋ ｉ
Ｇ

）
＝ １苏 可

，
苏ｅ严

一

１

／
严 一 （

尸
一

１

／
严

）
？

（
尸

一

１

／
严

）
＿

事实上 ， 任取 Ｋｅ６
，
记 ｆｔ＝

１ｘ
｛
ｃ

）０

ｃ
ｋ

ｙ （
ｃ

）

１

， 其中 Ａ ：ｅＺ
，

ｘ
（
ｃ
） ， ｙ （

ｃ
）
６Ｅ

，
注意到 ６ 可 由

ｉ

丨 ］

生成
，

ＸＧ当且仅当下列等式成立 ：



１ ９８ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

１ １ ０ １ｘ
（
ｃ

）０ １ｘ
（
ｃ

）０ １１０

１０

１

ｃ
ｋ

ｙ （
ｃ

）

１

—

ｃ
ｋ

ｙ （
ｃ

）

１

１０

１

１００

＿
－
－—
——

－
■

１ｘ
（
ｃ

）０


－
￣

Ｎ
？

１ｘ
（
ｃ

）０


－
￣

Ｎ
？

１００

１１ ｃ
ｋ

ｙ （
ｃ

）
ｃ
ｋ

ｙ （
ｃ

）

１１

１ １ １ １

亦即当且仅当 ｆｃ
＝

〇 且 Ｘ
（
ｃ

） ， ｙ （
ｃ

）
ｅ
（
ｃ
－

ｌ
）

？
－

１

＾？ 于是

ＣＧ
＝

Ｃ ｉ
Ｇｈｍ＋ ｉ

Ｇ
）

１

１

（
ｃ

－ ０

１ （
Ｃ
＿

ｌ
）

ｍ－Ｖ ２

１

ＳＴ０

］
、

ｌ茲 瓦
，
政 ｅ ｒ

＂ １

／
严 ？

ｒ
＼ ，

Ｖ２ｅＲ ＞

根据引理 ３ ． １ 知 是秩为 ２ 的 自 由 Ａｂｅ ｌ 群
，
因此 ６

—

定是无挠的 ． 这样 ６ 是 ３ 元生成

的无挠幂零群 ，
由 引理 ２ ． １ 知 Ｇ 是剩余有限 尹 群 ．

（
ｉｘ

） 把Ｇ的Ｆ ｉｔｔ ｉｎｇ子群记为
Ｆ ． 显然Ｃ

／
（
３

，

ｉ？
）＜

Ｆ ？ 如果Ｃ
／

（
３

， 
Ｊ？

）
＜Ｆ

，
由

Ｆ
／
Ｕ

（
３

， 
Ｒ

）＾Ｇ／
Ｕ

（
３

， 
Ｒ

）
＝

（
ａ

）

可知 ， 存在正整数 ／
， 使得

Ｆ 
＝

（
ａ

１

， 
Ｕ

（
３

， 
Ｒ

） ）
＝

 （
ａ

１

）
ｋｆ／

（
３

， 
Ｒ

）
．

因 Ｆ 是 Ｇ 的所有幂零正规子群之积 ， 其元素 ｄ 包含在 Ｇ 的有限个幂零正规子群的

乘积里 ， 从而 Ｆ 是有限个幂零正规子群之积 ， 即 ＿Ｆ 是幂零的 ．

对任意正整数 ｍ
，
通过计算可知 ，

１１０ １ １ｃ
ｌ
－

ｌ０ １

１０
５ｍ ｃ

ｌ
＝

１０
５ｍ

—

１ Ｃ
ｌ

１ １ １ １

（
ｃ

ｌ
－

ｉ
）

２６ １

１ ０
５ｍ

—

２ Ｃ
ｌ

ｉ １
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１（
ｃ

ｌ－
ｉ

）

ｍ
ｏ

＝ ｉ〇 ＾ ｉ
，

ｉ

矛盾 ． 因此

（
ｘ

）
因 Ｇ 

＝

〈
ａ

〉
ｋＣ／

（
３

，

ｉｉ
） ，

Ｃ／
（
３

，

ｉ？
）
是幂零类为 ２ 的幂零群 ， 故 Ｇ 的导长 彡 ３ ？ 又 Ｇ 的

下面两个换位子是不交换的 ：

１ ００ １ １ ０ １１
－

ｃ０

ｃ０

１

？

１０

１

１０

１

３

：

１ ００ １ ００

：

１ ００

－

１

ｃ０
？

１１
＝

１１
＿

Ｃ
１

１ １ １

因此 Ｇ 的导长等于 ３ ．

在 Ｃ／
（
３

，

ｉ？
）
里

， 其中心与换位子群是重合的 ． 记 Ｇ＝Ｇ
／ Ｃ
Ｇ

，

Ｇ 的换位子群包含在

Ｃ／
（
３

，

ｉ？
） ／ Ｃ

Ｇ里
，
它是

Ａｂｅ ｌ
群 ， 于是Ｇ 是亚Ａｂｅ ｌ

群 ，
因此Ｇ 是ｃｅｎｔｒｅ

＾ｂｙ
－ｍｅｔａｂｅ ｌ ｉａｎ

群 ？ 证

毕 ．

为 了构造定理 １ ． ２ 的群例
，
我们需要准确地找 出有理数加群 （Ｑ ，

＋
）
的某类特殊子群

的具有 良好特征的生成元集合 ．

设 Ｐ 是全部素数的集合 ，

７Ｔ 是 Ｐ 的
一

个子集 ，

ｆ 是 ７Ｔ 的补子集 ，
记

Ｑ ｔｔ
＇＝

｛ ５ 卜

ｅＺ
，

爪是７Ｔ

’

－ 数
Ｊ

＂

，

显然 Ｑｆ 是 ７Ｔ

＇

－ 可除的 ， 即对任意 ｇ
ｅＴＴ

＇

， ｇＱｆ
＝

Ｑｆ ，
这样 Ｑｆ 肯定不是剩余有限 群 ．

另
一

方面 ，
对任意 Ｐ

ｅ７Ｔ
， Ｑｆ 肯定是剩余有限 Ｐ 群 ．

引理 ３ ＿ ２ 设 队 ， 如上述
，
进
一

步地
，
设 ７Ｔ

＝

｛仍 ，仍 ，仍 ，

…

｝ ，

７Ｔ

＇

＝

｛的 ， ？２ ， 奶 ，

…

｝ ， 则有

（
ｉ

）
当 ７Ｔ 和 ７Ｔ

＇

都是无限集时 ，

， 由 甸 ＝ １
， 坷

＝

泛 ，

ａ２
＝ ）

２

，

…

， 知
＝

（｜＾广 ，

… 生成
；

（

ｉ ｉ

）
当７Ｔ

＝

｛ＰＵ ２ ，

…

， ｐｕ ｝ 时 ，
记ｆｃ

＝

仍仍
…

凡 ，

＇ 由ａ〇
＝１

，

（Ｈ
＝

老 ，

ａ２
＝

 （Ａ ）

２

，

…

，

ａ＂
＝

 （＾ｆｅ ）

ｎ

，

… 生成
；

（
ｉ ｉ ｉ

）
当７Ｔ

’

＝

｛讥 ， 必 ，

… ＿

 ， ９］ 时 ，
记 ，

＝

雜
… ？

％ ， Ｑ ｔｔ

＇ 由ａ〇
＝１

， 叱
＝

肀 ，

ａ２
＝

（平 ）

２

，

？  ． ？

，

ａｎ
＝

 （

２ｌ￡

＾ｒ ，

… 生成
；

（
ｉｖ

）
当７Ｔ

是空集时 ，

， 由ａ〇
＝１

， 叱
＝

告 ，

ａ
２
＝

（点 ）

２

，

…

，

ａ？
＝

（
ｑ ｉＪ． ． ．

ｑ ｒｉ

）

ｎ

，

… 生

成
；

（
ｖ

）
当 ７Ｔ

＇

是空集时 ，
此时 ＝

Ｚ
，
它 由 ａ

〇
＝ｌ

，

ａ
ｉ
＝

ａ
２
＝ … ＝ ０ 生成 ？

引理 ３ ． ２ 的证明是容易的 ， 在此略去 ．
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定理 ３ ＿ ２ 设 Ｃ 
＝

〈
ｃ
〉 是无限循环群 ，

ｉ？＝是 Ｃ 上的整群环 ，
以及 丑 上的线性群

１ｕ
（
ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）

Ｇ 
＝ ＊ ｄ ■

ｕ
（
ｃ

）

１

ｚＧＺ
， 
ｗ

（
ｃ
） ， 
ｖ

（
ｃ
） ， 
ｗ

（
ｃ
）Ｇ ．Ｒ ＞ ．

设 ＴＴ 是任意多个素数的集合 ，

ｉｉ： 是下列满同态

￡ ：

（
Ｒ

， 
＋

）

—

＞
（Ｑ ｔｔ＾

＋
） ）

Ｔ
ｉ
—

）

？

ａ
《 ， 其中 ｉ 彡 ０

的核 ， ｎ 和 如 的意义分别按照引理 ３ ． １ 和 引理 ３ ． ２
， 即 Ｋ＝Ｋｅ％ 丑

／
Ｋ 兰 Ｑ… 记

，

１０ｘ

Ｎ ＝ ＜ １０ ｘＫ ＞

１

ｉＶ 是 Ｇ 的 中心子群 ． 构造商群 Ｇ
（
ｔｔ

）
＝Ｇ

／
ＪＶ

，
则有

（
ｉ

）Ｃ
Ｇ

（
ｔｔ

）
＝

｛ ［

＇

？ 〇

］ ｜

Ｗ ｅ Ｑ＾
｝

＾ Ｑ＾ ；

（
ｉ ｉ

）Ｃ （
Ｇ

（
７ｒ

） ／ Ｃ
Ｇ

（
７ｒ

） ）
＝１

；

（
ｉ ｉ ｉ

）
Ｇ

（
７ｒ

） 是３元生成的ｃｅｎｔｒｅ
－ｂｙ

－ｍａｔａｂｅｌ ｉａｎ
群

；

（
ｉｖ

）
Ｇ

（
７Ｔ

） 是剩余有限 ｐ
■ 群当且仅当 ｐ

Ｇ７Ｔ ．

证 沿着前面的思路 ，
我们仍然通过矩阵计算来完成证明 ．

（
ｉ
） 任取 ５ｅＧ （

７ｒ
） ， 设 歹

＝

ｕ
（
ｃ

）
ｗ

（
ｃ

）

ｃ
ｌ

Ｄ
（
Ｃ

） ， 其中ｉｅＺ
，

Ｗ
（
ｃ

） ，Ｚ；

（
Ｃ

） ，Ｗ；

（
Ｃ

）Ｇ

５
ｅ
ＣＧ （

ＴＴ
）
当且仅当下列等式成立 ：

１

ｃ

１

１ｕ
（
ｃ

）ｗ
（
ｃ

）

ｃ
ｌ

ｖ
｛
ｃ
）

１

＝

１ｕ
（
ｃ
）ｗ

（
ｃ
）

＆ｖ
（
ｃ

）

１

１

ｃ

１

１１０

１０

１

１ｕ
（
ｃ

）ｗ
（
ｃ

）

ｃ
ｌ

ｖ
（
ｃ

）

１

＝

１ｕ
（
ｃ
）ｗ

（
ｃ
）

＆ｖ
（
ｃ

）

１

１１０

１０

１

１００

１１

１

１ｎ
（
ｃ

）ｗ
（
ｃ

）

ｃ
ｌ

ｖ
｛
ｃ

）

１

＝

１ｕ
（
ｃ
）ｗ

（
ｃ
）

＆ｖ
（
ｃ

）

１

１００

１１

１

亦即当且仅当 丨
＝ ０ 且 ｗ

（
ｃ

）
＝

Ｗｅ
）
＝

０
，
从而

Ｃ
Ｇ ＝

＜

１０ｗ
（
ｃ

）

１０

１

ｗ
（
ｃ

）
ＧＱ ｔｔ

／＞＝
Ｑ ｔｔ

／
．

那么

（

ｉ ｉ

）
注意到Ｇ

（
７Ｔ

） ／ Ｃ
Ｇ

（
７Ｔ

）

兰Ｇ
／Ｃ
Ｇ ？ 根据定理３ ． １

（

ｉ ｉ ｉ

）
可知Ｃ （

Ｇ
（
７Ｔ

） ／Ｃ
Ｇ

（
７Ｔ

） ）
＝１ ＿
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（
ｉ ｉ ｉ

）
又注意到＃＜７２Ｇ ， ７２Ｇ （

ｔｔ
：

Ｋ由 于

Ｇ
（
７ｒ

） ／７２
Ｇ

（
７ｒ

）

兰Ｇ
／７２

Ｇ兰Ｚ？ Ｚ？ Ｚ
，

故 ｄ
（
Ｇ

（
７〇 ）

＝３
， 于是 Ｇ

（
ｔｔ

） 是 ３ 元生成的 ． 根据 （
ｉ ｉ

）
以及定理 ３ ． １㈨ 可知 Ｇ

（
ｔｔ

） ／Ｃ
Ｇ㈨ 是

亚Ａｂｅｌ
群 ，

因此Ｇ
（
７ｒ

） 是３元生成的ｃｅｎｔｒｅ
－ｂｙ

－ｍａｔａｂｅ ｌ ｉａｎ
群 ．

（
ｉｖ

）
注意到 Ｃ

Ｇ
（
７Ｔ

）
同构于 Ｑ＾ ，

这样当 ｐｇ
７Ｔ

， 即 ｐ
ｅ７Ｔ

＇

时
， ＣＧ （

７Ｔ
） 肯定不是剩余有限

ｐ
－ 群

，
随之 Ｇ

（
７Ｔ

）
也不是剩余有限 Ｐ 群 ．

当ｐｅ７Ｔ时
， 任取

１
笋 ５

＝
１

》
￥

ｅＧ
（
７Ｔ

） ，
若 ５癸Ｃ

Ｇ
（
７Ｔ

） ，
贝 Ｉ

Ｊ歹 在
Ｇ

（
７Ｔ

） ／Ｃ
Ｇ

（
丌

）

＝ Ｇ
／ Ｃ
Ｇ

下的像不是平凡的 ，
根据定理 ３ ． １ 知

１

Ｇ
／Ｃ
Ｇ 是剩余有限 ｐ 群 ，

于是存在 Ｍ＜Ｇ
（
７Ｔ

） ，
使得

ｇｇ
Ｍ

， 并且 Ｇ
（
ｔｔ

） ／
Ｍ 是有限 Ｒ 群 ．

若 １
〇 

ｅ
ＣＧ （

ｔｔ
） ，
此时存在 ０ ＃ 切 ｅＱｗ

＇

， 使得 歹
＝

ｆ

１

？〇

］

． 注意到 Ｑｖ 是剩余有限

Ｐ
－ 群

， 存在正整数 ｎ
， 使得 从而 歹 穿 Ｕ

１

？ ｜ 

ｗｅ

记ｚｐＨ 

ｗｅＱｖ
｝

，
它是Ｇ （

７Ｔ
） 的 中心子群 ， 并且ＣＧ （

７Ｔ
） ／
Ｚ＠＝

Ｗｊ
ｐ
ｎ  ．

现在 回到满同态 ｅ
，
对上述给定的素数 ｐ 和正整数 ｎ

，ｐ 在 ７ｒ
＝

｛仍 ， ］
）２ ，仍 ，

…

｝ 里具有

一

个固定的位置 ，
这样对充分大的 ｆｃ

，

ｅ
（
ｒｆｃ ）

＝
ａｆｃ ，

ｅ
（
ｒｆｃ＋ ｉ ）

＝
ａｆｃ＋ ｉ ，

ｅ
（
ｒｆｃ＋ ２ ）

＝ 办＋ ２ ，

… 都属

于 扩Ｑ心 根据定理 ３ ． １
，

７ｆｃ＋ ２Ｇ
＝ ^

，

１Ｘ
ｉＸ

３

１Ｘ２

＞

Ｘ ｉ ， 
Ｘ２ＧＩ

ｋ＋ １

，

ＸｓＧＩ
ｋ

１

Ｊ

并且 ７ｆｃ＋２Ｇ 在 Ｇ
（
ｔｔ

）
里的像为

，

１Ｘ
ｉｅ

（
ｘ３ ）

＞

＊

１Ｘ２
Ｘ

ｉ ，

Ｘ ２Ｇ７
ｆｃ＋ １

，

Ｘ
３ＧＩ

ｋ

１

Ｊ

显然

Ｌ＝ ＜

，

１Ｘ
＼ｐ

ｎ
ｕ

１Ｘ
２

Ｘ ｉ ，

Ｘ ２ｅＩ
ｋ＋ １

，

ＵＧＱ ｔｔ
／

１

是 Ｇ㈨ 的正规子群 ，
且 Ｇ

（
７〇 ／

ｉ 是 ３ 元生成的幂零群 ， 其挠子群是 扩 阶循环群 ． 注意到

豆 在 Ｇ
（
ｔｔ

） ／
Ｌ 里的像是

一个非平凡 Ｒ 元 ． 根据引理 ２ ． １ 知 ，
存在 ｇＬｇ

Ｋ
／
Ｌ＜］ Ｇ

（
ｔｔ

） ／
Ｌ

，
使得

（
Ｇ

（
ｔｔ

） ／
Ｌ

） ／ （
Ｋ

／
Ｌ

）
＝

Ｇ
（
ｔｔ

） ／
Ｋ 是有限 Ｒ 群 ． 此时显然 ３０ 圮 这样 Ｇ

（
ｔｔ

） 是剩余有限 Ｒ 群 ．

证毕 ．

综合定理 ３ ． １ 和定理 ３ ． ２
， 我们完成了定理 １ ． ２ 的证明 ．
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］ＳｅｋｓｅｎｂａｅｖＫ ．Ｏｎｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆ

ｐｏ ｌｙｃｙｃ ｌ ｉｃｇｒｏｕｐｓ ［

Ｊ
］

．Ａ ｌｇｅ ｂｒａＩＬｏｇｉｋａＳｅｍ
，１ ９６ ５

，

４
（
３

）
： ７９ ８３ ．

［

１ ６
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］
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