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§
１ 引 言

考虑平坦环 畔 ：

＝ Ｒ
ｄ

／
ｒ 上不可压缩流体的 Ｎａｖ ｉｅｒ

－ Ｓｔｏｋｅｓ 方程 ：

｛

ｄ
ｔ
ｕ
—

Ａｎ＋ ｕ
？

Ｖｕ＋ Ｖｐ

＝
ｓｆ （

ｔ
，

ｘ
） ，

ｄ ｉｖｎ
＝

０

（

ｉ ＿ ｉ
）

其中小参数 ｅｅ
（
０

，

１
） ，／ 是

一

个关于时间解析的几乎周期强迫项 ， 并带有如定义 １ ． １
一

样的

频率的 ０；ｅ所求未知量是速度场 Ｕ
＝

（叫 ，

…

，

ｗｄ ）
：Ｒ ｘ Ｔ

ｆ

－

）

？和压力 ｐ
：Ｒ ｘ Ｔ

ｆ
４ Ｒ

，

这里 ｒ 是 的
一

个格 ， 即

ｄ

ｒ ：

＝

｜ ａ
ｉｅｚ

ｊ
，ｖ

ｉ ，

■ ？  ■

 ，

ｖｄｅＲ
ｄ

．

ｉ
＝ ｌ

通过重新缩放空间变量 ，

Ｎａｖｉｅｒ
－

Ｓｔｏｋｅｓ 方程 （
１ ． １

） 可化为 Ｔ
ｄ 上的方程

Ｊ
ｄ

ｔ
ｕ
－

Ａｒｕ＋ ｕ
？

Ｖｒｗ＋ ＶｒＰ

＝
ｅｆ （

ｔ
， 
ｘ

） ，

Ａ （

１ ． ２
）

Ｉｄ ｉｖｒｗ
＝

０
，

此处 Ａｒ 为标准环上的非迷向 Ｌａｐ ｌａｃ ｉａｎ 算子
ｄ ｄ

Ａ ｐ
＝＾

［

Ｗ
Ｔ
Ｗ

］
ａ

，

６５ｘ ．＝＾
Ｓ

，

ａＷｓ
，

ｂｄｘ ａ
ｘ

ｂ
，

ａ
，

６＝ １ａ
，

ｂ
，

ｓ＝ ｌ

其中ｗ ：

＝
Ｖ

Ｔ
， 

Ｖ 
＝

（
Ｖ

１ ，

…

，

ｖｄ ） ， 算子 －Ａｒ的特征值为 沿 ＝ Ｗｊ

２
？

ｂ

＿

｜

２

， ｊ

＿

ｅＺ
ｄ

，
而 Ｉ

＿

 Ｉ

表示 上的欧氏 内积 ． 对于速度场 ｗ
＝

（
Ｕ

ｌ ，

…

，

ｕｄ ）
：Ｒ ｘＴ

ｄ－
）

？

Ｒ
ｄ

和压力 ｐ
：Ｒ ｘ Ｔ

ｄ
— Ｒ

，
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有

Ｖｒｕ
＝

Ｗ
（
Ｖｎ

） ，Ｖｒｐ

＝
Ｗ

（
Ｖｐ ） ，ｄ ｉｖｒ

＝
ｄ ｉｖ

（
Ｗ

Ｔ
ｕ

）

．

此外 ，
还假设 ／ 时空均值为零 ， 即

ｘ Ｔ
ｄ

ｆ （
９

＾

ｘ
）
ｄ９ｄｘ

＝
０

，

（

１ ＿ ３
）

（
１ ＿ ４

）

见引理 ２ ． ２ ．

本文 目 的是要证明方程 （
１ ． ２

）
几乎周期解的存在性 ，

具体说来就是在 ａ；ｅ 严 满足

ｄｉｏｐｈａｎｔ ｉｎｅ 条件下 ，
对充分小的 ｅ

， 方程 （
１ ． ２

） 有解析的几乎周期解 ＝Ｃ／
（
ｗｔ

，

ｘ
） ，

ｐｕ ｛
ｔ

， 
ｘ

）
＝Ｐ

｛
〇ｊ ｔ

， 
ｘ

） ，＾Ｕ ： Ｔ
°°

ｘ Ｔ
ｄ
＾ Ｒ

ｎ

，

Ｐ ： Ｔ
°°
ｘ Ｔ

ｄ

 ，

Ｕ
＝

０
（
ｅ

） ， 
Ｐ＝０

（
ｅ

）
．

探究无耗散项的偏微分方程的几乎周期解会遇到令人头痛的小分母现象 ，
而 ＫＡＭ 理

论是处理小分母问题的最有力工具
，
其中 Ｋｕｋｓ ｉｎ

Ｗ
，

Ｗａｙｎｅ
Ｍ 和 Ｂｏｕｒｇａｉｎ

＿ 的突破性工

作对色散偏微分方程和双曲偏微分方程的几乎周期解的研究取得了 丰硕的成果 ， 有关详

细信息 ，
建议查看最近的评论 Ｗ

． 在构造几乎周期性解时 ，

ＫＡＭ 方法变得更加复杂 ，
对于

自 治的偏微分方程可参见文
［

５ １ ０
］

， 具有几乎周期性外力的偏微分方程可参见文 ［

１ １ １ ３
］

．

与上述方程不同 的是不可压 Ｎａｖ ｉｅｒ
－

Ｓｔｏｋｅｓ 方程为
一

个抛物方程
， 其耗散项的存在使

得在构造几乎周期解时没有小分母困扰 ． Ｍｃｍｔａｌｔｏ 在文
［

１４
］
中利用不动点定理阐 明 了受

迫 Ｎａｖｉｅｒ
－Ｓｔｏｋｅｓ 方程在 Ｔ

ｄ
上有拟周期解 ． 值得

一

提的是 ， 许多学者研究了 受迫 Ｎａｖｉｅｒ
－

Ｓｔｏｋｅｓ 方程分别在有界区域 和无界区域 上的时间周期解 ． 在本文中
，
首先

引入
一个新的函数空间 ， 并重新考虑在平坦环上的 Ｌｅｒａｙ 投射算子 ；

进而构造了压缩映射
；

然后借助于不动点理论证明了在平坦环上受迫 Ｎａｖｉｅｒ
－

Ｓｔｏｋｅｓ 方程存在几乎周期解 ．

为更准确地阐述主要结果 ，
下面引入

一些记号
，
设 ｗ

〇
ｒ

）
＝

（
Ｗ

ｌ （
ａ ；

） ，

…

，

ｕ？ 〇
ｒ

） ）
是 Ｔ

ｄ

上

的光滑函数 ， 可表示为

ｕ
（
ｘ

）
＝

Ｈ 
ＷＷ＇

ｊ ｅｚ
ｄ

ｕ
（ｊ ）

（
２ ７Ｔ

）

ｄ
 ｒ

Ｔｄ

ｕ
（
ｘ

）
ｅ
＾

＇ ｘ

ｄｘ．

（

１ － ５
）

对 Ｖｓ 彡 ０
，表示关于函数 … Ｔ

ｄ
４Ｆ 的标准 ｓｏｂｏ ｌｅｖ 空间 ， 其上的模为

Ｉｋ ｌ ｌ

ｓ
＝

（ ｌ

Ｓ〇

＇

） ｌ 〇

＇

）

２ ｓ

）

２

＞Ｏ

＇

）
＝

ｒｎａｘ
｛
ｌ

，  ｊ ｝ ， （

１ ． ６
）

同时定义了零均值函数的 ｓｏｂｏ ｌｅｖ 空间

Ｆ
〇

ｓ

（
Ｔ
ｄ

，

Ｍ
ｎ

）
：

＝ｅｆｆ
ｓ

（
Ｔ

ｄ

，

Ｒ
ｎ

）
：

Ｊ
ｕ

（
ｘ

）

ｄｘ
＝

〇

｝

． （

１ ． ７
）

对于 》
？
＞〇

， 具有有限支集的无穷整数向量集合定义如下 ：

Ｚｆ
：

＝ｅＺ
Ｎ
 ：


ｅ

ｎ
：

＝

＾ ＾
１

＾
１
＜〇〇

｝
， （

１ ． ８
）

注意使得 ＆￥
〇 的下标 ｉｅＮ 只有有限多个 ， 并且 不依赖于 ｒ

？
．

定义 １ ． １ 给定具有有理无关的分量 ｗｅ
 ［

１
，

２严 和 Ｂａｎａｃｈ 空间
（

Ｘ
，

｜ ｜

？

 ｜ ｜

ｘ
） ，
设 Ｆ⑷ ：

Ｒ —Ｘ 是频率为 Ｗ 的时间上几乎周期的函数 ， 并且在带 ａ＞０ 上解析 ， 即

Ｆ⑷ ＝ ［ Ｆ
（Ｗ

． ｗ ｔ

，



２ 期

使得

且

李合朋平坦环上受迫 Ｎａｖ ｉ ｅｒ
－

Ｓｔｏｋｅｓ 方程的几乎周期响应解

Ｆ
｛
ｉ

）
ｅ Ｘ

，Ｗ ｅＩｆ

｜ ｜

Ｆ ，＝

Ｅ＿ Ｕ ｅ
＜＾

＜ ｏｏ ．

２０７

为对频率参数施加
一

些限制 ， 参照文 ［

１ ２
，
１ ９ ２０

］
给出如下

一

些定义．

定义 １ ＿ ２ 给定 ７
￡
（
０

，

１
） ，

乃
７ 为 Ｄ ｉｏｐｈａｎｔ ｉｎｅ 频率的集合 ， 即

乃
７
＝

｛

ｗｅ ［

１
，

２
］

Ｎ
 ：

 ｜

Ｗ
．

Ｇ
ｎ

１＋
ｌ ｜

２
ｊ
２

，

ｗｅｚ
－

＼ ｛
０
｝
｝

．

（

１ ＿ ９
）

注 １ ． １ 由文
［

１ ９
］
中的 引理 ４ ． １

， 可知存在
一

常数 ，
使得

ｐ
（ ［

ｉ
，

２
］

ｎ

ｖｄ７ ；

ｋ ｃｖ

在加厚无穷环 Ｔｆ 上的解析函数的基础上研究几乎周期函数是
一

种很 自然的方法 ， 其

中

０
＝

（Ｐｊ ） ｊ ｅ ｔｈｅＣ
，Ｒｅ

（
６
ｊ ）

ｅＴ
， Ｉｍ

（％ ） ｜＜（Ｔ
｛ｊ ）

ｖ
－

给定 Ｂａｎａｃｈ 空间 （
Ｘ

， Ｈ ｌ

ｘ ） ， 由绝对收敛的傅里叶级数 Ｔｆ
—Ｘ

，

ｕ
（
９

）
＝

Ｊ２
ｕ

（
ｅ

）
ｅ
ｕ ＇

９

，ｕ
（
￡

）
ｅＸ

，

构成的空间记为 入

定义 １ ． ３ 设
（

Ｘ
， ｜ ｜

＿

 ｘ ）
是 Ｂａｎａｃｈ 空间 ，

（７＞０
， 由 实解析函数 ｗ ：Ｔｆ

４Ｘ 构成的

空间定义为 ：

ｎ
（
Ｔ＾ ，

Ｘ
）
＝

｛

Ｗ
（
０

）
＝

Ｙ，
＾ｙ

ｔ ｅ

ｅＴ
， ｜

Ｕ
｜

ＣＴ
，

ｘ
＝ ＼ ＼

ｕ
（
ｅ

） ＼ ＼

ｘ ｅ
＾

＜〇〇

｝

． （
１ ． １ ０

）

本文特别关心 ｘ＝ｉ？
ｓ

（

Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｎ

） 时的情形 ，
此时 ｕｅＨ

（

Ｔｆ ，

丑
ｓ

（

Ｔ
ｄ

，

ＩＴ
） ） ， 则

ｕ ＝ｕ
（

＾
，

ｘ
）
ｅ

ｉ￡ － ｅ
＝Ｙ１ｕ

｛
ｉ

，

ｎ
）
ｅ

ｌｌ Ｇ

ｅ
ｍ ｘ

． （

１ ． １ １
）

＾ Ｇ Ｚ
￣

 （
＾

，

ｎ
）
￡Ｚ
￣

ｘ Ｚ
ｄ

定义 １ ． １ 中的几乎周期函数就是空间 宄 Ｃ
ｒＡ ｉＰ

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｎ

） ） 中的函数在 ０＝ ｗ 时的情

形
， 相应的模 

＿

 Ｉｋｘ 可表示为 Ｉ Ｉ

？

 ｌｋ ｓ
．

定理１ ． １令
ａ＞０

， ｐ
＞０

，

ｓ＞
ｆ
＋ 

１
，

０；ｅ￡？

７ ， 并设强迫项／ｅ片
（
Ｔ

Ｓ

°

＋ｐ
，

丑
ｓ

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
＂

） ） 满

足
（

Ｉ ．４
） ，
则存在充分小的 句

＝

句 （／ ， Ｍ ）
Ｇ
（
〇

，
１

）
和足够大的常数 ｃ

＝
Ｃ

（／ ， Ａ ７ ， 
Ｓ

，

ｄ
）
＞〇

，

使得对任意的 ｅｅ
（

０
，

ｅ〇 ） ， 都满足条件

ｆＵ
（

ｄ
，

ｘ
）

ｄ６ｄｘ
＝

０
，ｆ

Ｐ
（
６

，

ｘ
）
ｄｘ

＝
０

，Ｖ６ ＞

ｅＴ
°°

７ｔ °°
ｘ Ｔｄ Ｊ Ｔｄ

的Ｃ／
，

Ｐｅ并
（
Ｔ

Ｓ

°

，

Ｆ
ｓ

（
Ｔ
ｄ

，

ｉｒ
） ） ， 并使得Ｋ＾ ，

ｘ
） ， ｐｗ （Ｍ ） ）

：

＝ 炽 （吨是方程

（
１ ＿ ２

） 的解 ， 满足

｜ ｜

＾
｜ ｜

ａ
，

ｓ
ｊ Ｉ ｌ

Ｐ
ｌ

ｏ
－

＾＾Ｃｓ －
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注 １ ． ２ 若强迫项关于 ａ ； 均值是零 ，

以．

［ ｆ （
ｅ

，

ｘ
）
ｄｘ

＝
ｏ

，＼／ｅｅｔ
°°

，

Ｊ Ｔ
ｄ

则对于任意的频率 ｗｅ都有同样的结论 ，
并且 ［１

（
０

，

２ ；

） 满足

ｆ
Ｕ

（
０

，

ｘ
）
ｄｘ

二
０

，Ｖ６ ＞

ｅＴ
°°

．

（

１ ＿ １ ２
）

§
２ 函数空间

本节收集了将用于证明主要定理的
一

些标准的技术引理 ，
下面是标准的代数引理 ．

弓 Ｉ
理２ ． １给定 

Ｓ＞＞０
， 若 

ｕ
，

！；ｅＨ
（
Ｔｆ ，

＿ｆｆ
ｓ

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
＂

） ） ，
则 柳ｅＨ

（
Ｔｆ ，

Ｆ
ｓ

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
＂

） ）

并且

训
｜ ｜

ｃｒ
，

ｓ＜Ｃ
＂

（
Ｓ

） ｜ ｜

ｕ
｜ ｜

ＣＴ
，

ｓ
｜

ｔ；
｜ ｜

ＣＴ
，

ｓ ，

其中常数 Ｃ 依赖于 ｓ ．

证 我们知

ｕ
｛

０
，

ｘ
）
ｖ

｛

９
，

ｘ
）
＝

 ２^—

ｋ
， 
ｘ

）
ｖ

（
ｋ

， 
ｘ

）
ｅ

ｌｔ ｅ

．

ｉ
，

ｋ ｅｚ^

于是

｜ ｜

ｗ ｔ；ＵＥ 辦 －

ｆｃ
，

ａ；河Ｅ ｜ ｜ 叩 －

ｆｃ
，

；ｒ
） ｜ ｜

ｓ
｜ ｜

Ｇ
（
Ａ ：

，

；ｒ
） ｜

ｓ
ｅ
ＣＴ ｆ

ｋ

名
，

ｆｃｅｚ
ｊ

° ｅ
，

ｋ ｅｚ^

由三角不等式可得 ｅ
， ”

＜ｅ
冲 ｆｃ

丨 ”
ｅ
咖 丨

Ｈｋ ｓ ＜ Ｃ
（
ｓ

）Ｌ 辦 （

２ ． １
）

＾
，

ｆｅ ｅｚ
̄

弓 Ｉ
理２ ＿ ２（

见
［

２０
，
弓 丨
理２ ． ６

］ ）
设ｗｅＴ＾ｌ＾ ｆＰ

Ｃ
Ｆ

１

，

，
） ） ，
则

／ｆｍｅ＝ ｌ ｉｍ／
ｎ

（
９

）
ｄｅ

１

？  ■  ？

ｄ０Ｎ
＝

ｕ
（
０

）
． （

２ ． ２
）

Ｊ Ｙ
００Ｎ ＞ 〇〇 ） ？／ｔ

ｎ

此外
，
对 Ｗｅｚ

ｊ

°

＼ ｛
ｏ
｝ 都有

立⑷ ＝

／ｕ
（

６
〇
ｅ
ｙ ０

ｄ６ ？ ＝ ｌ ｉｍ （

２ ． ３
）

Ｊ Ｙ００ ＡＴ
—

＞
？ 〇〇

（
２ ７Ｔ

）

对 Ｖｕｅｉ：

２

（

Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｒａ

） ，
定义正交投影 ７Ｔ

Ｑ 和 ７＾ 如下 ：

７Ｔ〇Ｕ ：

＝

（
２叶 ／ Ｔ

ｄ

Ｌ
｛
ｘ

）

ｄｘ
＝

ｕ
（
０

） Ｔ
ｐＰＴ＾

ｑ
Ｕ ：

＝
ｕ
—

７Ｔ〇Ｕ ．

于是
，
对每个函数 ｕＧＩ

２

（

Ｔ
Ｓ

°

，

Ｌ
２

（

Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｎ

） ） 可分解如下 ：

ｕ
（

ｄ
，

ｘ
）
＝

ｕ〇 （
０

）
＋ ｕ±

（

６
，

ｘ
） ，ｕ〇 （

０
）

：

＝
７ｒ〇ｕ （

９
）
＝ 〇

）
ｅ
＾ ＇

０

，

Ｗ丄
（

０
，

Ｘ
）

：＝７ １

＾
以

（
０

，

尤
）

＝

ＥＥｕ
（
￡

， ｊ ）
ｅ

ｉ ｅ ｅ

ｅ
＾

．

＾ｅ ｚ
ｊ

°

ｊ ｅ ｚ
ｄ

＼ ｛
〇
｝

（
２ － ４

）

（

２ － ５
）
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显然
，
若 ｕｅ 宄

（

Ｔｔ ｆＰ
Ｃ
ｒＳ ＲＨ ｓ 彡 〇

，
则

ｕｏ ｅ Ｗ ＣＣ ，

，
）
和ｈＫ ｜

ｕ
｜

ＣＴ
，

〇 ＜ ＭＣＴ
，

ｓ ，

ｕｉ ｅ Ｗ Ｃ
ｉ＾ｆｆ

ｏＫｒ
１

） ）
和 卜丄Ｕ ｜

Ｕ
｜ ｜

ＣＴ
，

Ｓ ，

ＩＭ Ｉ 

ｃｒ
，

ｓ
＝

Ｗ Ｕ
＋

 卜丄  ｜ ｜ 

＜Ｔ
，

３
＊

（

２ ＿ ６
）

§
３Ｌｅｒａｙ 投射算子

引入零散度的 向量场空间

Ｖ
〇 ｛
Ｔ
ｄ

）
：

＝

｛
ｕｅＬ

２

（
Ｔ

ｄ

，

Ｒ
ｄ

）
：ｄ ｉｖｒ （

ｗ
）
＝

〇
｝ ， （

３ ． １
）

这里散度显然需从分布意义上解释 ． 在 ｉ
２

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｄ

） 子空间 ２？
Ｑ （
Ｔ
ｄ

）
上的 Ｌ

２
－ 正交投射称为

Ｌｅｒａｙ 投射算子 ， 其具体表达式如下 ：

￡ ：Ｌ
２

（

Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｄ

）
＾ ｒ＞

〇 （
Ｔ
ｄ

） ，

２
（
ｕ

）
：

＝ ｕ＋ Ｖｒ （

—Ａｒ ）

１

ｄ ｉｖｒ （
ｕ

） ，

其中逆 Ｌａｐｌａｃｅ 算子 （

－Ａ
ｉＯ

－

Ｈ在零均值函数空间上 ） 定义如下 ：

（

－Ａｒ ）

－

１

ｗ
（
ｘ

）
：

＝Ｊ２
丄 ． 哝 ）

＃＇

£ ｅ ｚ
ｄ

＼ ｛
〇
｝

^

通过 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 级数展开 ，

Ｌｅｒａｙ 投射算子 ￡ 可化为

￡
（
ｕ

） （
ｘ

）
＝

ｕ
（
ｘ

）

—？

ｕ
（＾ ）

ｅ
ｌｘ

＇

＾
．

（ ｅ ｚ
ｄ

＼ ｛
〇
｝
^

由 （
３ ． ２

）
后
一

个公式 ， 可以立即导出 Ｌｅｒａｙ 投射算子 ￡ 的
一

些基本性质 ：

／￡
（
ｕ

） （
ｘ

）

ｄａ ：＝ｆｕ
（
ｘ

）

ｄｘ
，ＶｕＧＬ

２

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｄ

） ，

Ｊ Ｔ
ｄＪ Ｔ

ｄ

且有

｜ ｜

￡Ｗ Ｓ
＜

｜ ｜

Ｗ
｜ ｜

Ｓ ，

＾
Ｉ Ｕ ，

，
＜
 ｜ ｜

Ｗ
｜ Ｕ ，

？ｙｕｅＨ
（

Ｔ
－

，＾ （

Ｔ
ｄ

，

Ｍ
＂

） ）
．

（
３ ． ２

）

（
３ － ３

）

（
３ － ４

）

（
３ ． ５

）

（

３ ＿ ６
）

为便于应用 ，
现在介绍如下引理 ．

弓 ｜
理３ ． １（

ｉ

）
设ｕ

， 
ｗｅ丑ＨＴ＇ Ｒ＇并且ｄ ｉｖｒ⑷ ＝ ０

，
则ｗ

＿

Ｖｒ ｔ；
，

ｉｌ
（
ｗ

＿

Ｖ
ｉ
＾

） 的均值为

零 ；

（
ｉ ｉ

）
设ａ＞０

，

ｓ＞
ｇ ，

ｕｅ

■

Ｈ
（
ｌ
＾
０

，

Ｈ
ｓ

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
？

） ） ，

？；ｅＨ
（
Ｔ

＾

°

，

＿ｆｆ
ｓ＋ １

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
？

） ） ，
贝 Ｉ

Ｊ

ｕ
－ ＶＦｖ ｅＨ

（
Ｔ＾ ，

ｉｆ
ｓ

（
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｎ

） ） ，

且 ｔｔ
． Ｖｒｆ ｃｒ

，

ｓ￥ ＣＴ
，

Ｓ ｜Ｍ ｜

（Ｔ
，

ｓ Ｍ ｜

ｃｒ
，

Ｓ＋ ｌ
．

证
（

ｉ

）
由分部积分 ，

／ Ｔ
ｄ

２
（
ｕ

■

Ｖｒ＾
）
ｄｘ

（
３ ． ５

）

ｕ
■

Ｖｒ＾ｄｘ

／ＪＴ ｄＪ Ｔ
ｄ Ｊ Ｔｄ

／ＷＴ
ｕ

■

Ｖｖｄｘ
＝ —

Ｊ Ｔ ｄ

ｕ
？

ＷＶｖｄｘ

ｄｉｖ
（
Ｗ

Ｔ
ｗ

）

？

ｖｄｘ

ｆ ｊ ｄ．
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ｄｉｖｒ （
ｗ

）

＊

ｖｄｘ
＝

０ ．

（
ｉ ｉ

） 由 于 ｕ
＝

（叫 ，

…

，

Ｗｄ ） ，

ｗ
＝

（
ｗ

ｉ ，

…

， 抑 ） ，
故 向量场

ｕ
■

Ｖｒ＾
＝

（
ｕ

■

Ｖｒ＾ ｉ ， 

？  ■  ■

 ，

ｕ
■

Ｖｒ＾ｄ ）
＝

（
ｕ

■

Ｗ
（
Ｖ ｔ；

ｉ ） ， 

？  ■  ？

 ，

ｕ
－

Ｗ
（
Ｖ＾ｄ ） ） ，

由代数引理 ２ ． １ 即可得证 ．

（
３ － ７

）

§
４ 构造几乎周期解

寻求方程 （

Ｉ ． ２
）
的伴有频率 ｗ＝

（叫吻地 ，

…

）
ｅ￡＞

７ 的几乎周期解 ｕｗ （
ｔ

，

ａ ：

） ， ｐｗ （
ｔ

，

ａ ：

） ，

即是求
ｗｗ （

ｆ
，

ａ；

）
：
＝Ｃ／

（
ｗ ｆ

，

ａ ；

） ， ｐｗ （
＊

，

ａ；

）
：

＝Ｐ
（
ｗ ｉ

，

ａ ；

） ，
也就是要解如下方程 ：

〇ｊ
－ ｄｅＵ

－

Ａｒ ｆ７＋ Ｕ 
■

ＶｒＵ ＋ ＶｒＰ ＝ｅｆ （
ｄ

， 
ｘ

） ，

ｄ ｉｖｒ Ｃ／＝０
，

（

４ － １
）

其中 ［／ ：Ｔｆ
ｘＴ

ｄ
４Ｒ

ｎ

和 Ｐ ：Ｔｆ
ｘＴ

ｄ
—Ｒ 是解析的 ．

对
（
４ ． １

） 第
一

个方程求散度可得

ＡｒＰ＝ｄｉｖｒ （
ｅ／

－

Ｕ 
■

ＶｒＵ ） ， （

４ － ２
）

并 向零散度 向量场空间做投影 ， 由定义 （
３ ． １

） （
３ ． ２

） 可得关于 Ｃ／ 的闭方程 ：

ｕｉ

－ ｄｅＵ
－

ＡｒＵ ＋ ＆
（
Ｕ 

■

ＶｒＵ ）
＝

ｅ＆
（ｆ ） ，Ｕ

（
６

，

■

）
ｅＶ〇 （

Ｔ
ｄ

） ， （

４ ． ３
）

将投射算子 ７ｒＱ ，

７ｒ
Ｑ

ｉ
作用于方程 （

４ ． ３
） 可得解耦方程 ：

ｗ ｄｅｕ〇 （
ｅ

）
＝

ｅｆ〇 （
ｅ

） ， （

４ ． ４
）

ｗ
■

ｄｅＵ±

－

ＡｒＵ±＋ ￡
（
Ｕ±

■

Ｓ／ｒＵ± ）
＝

ｓ＆
（ｆ± ）

． （

４ ． ５
）

由于 Ｇ￡？

７ 满足 ｄ ｉｏｐｈａｎｔ ｉｎｅ 条件 ，
再利用假设 ／ 时空均值为零 ， 可得到平均方程 （

４ ． ４
）

如下形式的解 ：

Ｕ〇 （
６

）
：

＝

（
ｗ

？

ｄｅ＾ＭＯ
）
＝＾＾ ｅ

ｉｅ ｅ

． （

４ ． ６
）

＾ £ Ｚ
￣

＼ ｛ ０ ｝
１ＵＪ

由
（

２ ． ６
） ， 可得估计

＾ Ｚ
￣

＼ ｛ ０ ｝
ｉ ｅＮ

＜￡７

＿

１ ｓｕｐ（
ｅ

－＾ １ ＾

Ｙ［ （
ｌ＋

 ＾
２

２

２

） ） ｜ ｜

／〇
｜ ｜

￡Ｔ＋
／

９

＾ ｚ
－

＼ ｛ ｏ ＞^

＜￡７
１

ｅｘｐ Ｉｎ ｜

／
｜

ＣＴ＋ｐ ，

ｏ ， （

４ ＿ ７
）

其中Ｔ
＝

Ｔ
（
ｒ
？ ）
＞０

 （
见

［

１ ２
，
引理Ａ ． ６

］ ）
．

现在利用不动点理论来解方程 （

４ ． ５
） （简单起见 ，

Ｃ／ 代替 Ｃ／± ， ／ 代替 ／丄 ）

． 对于 ＜ｒ
，

ｉ？＞

〇
，

ｓ 彡 ０
，
定义

Ｂ
＾ ｉ

Ｒ
）

：

＝

｛
Ｕｅ ：ｄ ｉｖｒ ｆ／＝ ０

， ｜ ｜

ｆ／
｜ ｜

ＣＴ
，

ｓ＜Ｒ ｝ ， （

４ － ８
）
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并给出 非线性算子

￥
（
［／

）ｉ
ｗ￡ （

ｅ／

－

Ｕ
■

ＶｒＵ ） ，ＵｅＢａ
，

ｓ ｛
Ｒ

） ， （
４ ． ９

）

其中 定义如下 ：

Ｌ
ｕｕ ｛

ｅ
，

ｘ
）

：

＝

（
ｕｊ

－ ｄ
ｇ

－

Ａｒ ）

１

ｕ
（

０
，

ｘ
）
＝［ ． ｅ

ｉ ｅ ９

ｅ
ｉｒｘ

，

（＾
＇

）
ＧＺ
￣

ｘ
（
Ｚｄ

＼ ｛ 〇 ｝ ）

１ＵＪ
＇

乂３

ｗ Ｇ ＾
（
Ｔ＾ ，＾ （

Ｔ
ｄ

，

Ｍ
ｎ

） ）
．

于是
， 方程 （

４ ． ５
） 等价于 ￥

（
ｆ７

）
＝

Ｃｌ ．

命题 ４ ． １ （
压缩映射 ￥

）
设 。 ＞ ０

，

３ ＞
｜
＋ １

， ／ ６ 片
（
１＾ ，

丑
〇

８

（
１

＇

＜１

，

妒
） ） ，
则存在充分大

的常数 ＝Ｃ＊
（／ ，

Ｓ
）＞０ 和充分小的 ｅ〇

＝
ｅ〇 （／ ，

ｓ
）
ｅ
（
０

，

１
） ，
使得对 Ｖｅｅ

（
０

，

ｅ〇 ） ，
映射

￥ ：Ｂｃｔ
，

ｓ （
ＣＵ

）
—Ｓ

ｃｔ
，

ｓ （
Ｃ＊ ￡

）

都是压缩映射 ．

证 令 ［／ｅ＆
，

ｓ
（

（７＊ ｅ
） ， 由 引理 ３ ． １

－

⑴ 可得

＾
（
Ｕ

）

ｄｘ
＝

０
，

从而有

ｄ ｉｖｒ （
￥

（
Ｃ／

） ）
＝

０ ．

（

４ － １ ０
）

（

４ － １ １
）

另外还有

伞
（
Ｃ〇 ｋ ｓ

＝

 ｜ ｜

Ｕ （
ｅ／

－

Ｃ／
？

Ｖｒ ＣＯ ｋ

Ｅ（Ｅ〇

＇

）

ｅｅｚ＾ｊ ｅ ｚ
ｄ

＼ ｛ ｏ ｝

２ ｓ （
￡

（
ｅｆ

－ Ｕ － ＾ｒＵＷ ， ｊ ） ＾
ｉ

｜

ｉｗ
－

＾＋
Ｘｉ

２）

＾Ｅ（Ｅ ＼
ｊ

＼

２ ｓ

＼
ｘ＾

－

２

ｍｅｆ
－ Ｕ － ＷＴＵ

） ） ｛
ｔ

， ｊ ） ＼

２

）

１

^

ｉ Ｇ Ｚ
ｄ

＼ ｛
〇
｝

＜ｍ ｅｆ
－ ｕ － ｙｒｕｍ ＼ ＼

ｓ
－

２ ｅ
^

ｅｅｚｆ
１

＝

 ｜ ｜

￡
（
ｅ／

－

Ｃ／
－ Ｖｒ Ｃ／

）
ＣＴ

，

ｓ
－

２

＜ （
３ － ６

）

 ｜ ｜

ｅ／
－

Ｃ／
． Ｖｒ Ｃ／ Ｕ ，

ｓ ２

＜ ￡ ／ ＣＴ
，

ｓ
＿

２＋ ｜ ｜

Ｃ／
－ Ｖｒ Ｃ／ ｋ ｓ

－

ｉ
．

（

４ ＿ １ ２
）

已知 ｃｒ＞０
，

ｓ
—

１＞
誉 ， 并 由 引理 ３ ． １

－

（

ｉ ｉ

）
可得

＾ ） ．
，

ｓ＜Ｃ
（／ ，

ａ
，

Ｓ
） （
￡ ＋


Ｃ／ ＾ Ｉ

Ｃ／
Ｈ＾ ）＜Ｃ

（ｆ ，

ａ
，

ｓ
） （
ｅ ＋

＼ ＼

Ｕ
＼ ＼ １ Ｓ ） ，

其中 ＜７
（ ＿／＞ ，

ｓ
）
＞０ ． 令Ｃ＊彡２Ｃ〇＞ ，

Ｓ
） 和ｅ＜

２ｃ， ｃ
｛ ｆ ，

，
，

ｓ
）

＾由 Ｉ网Ｕ ，

ｓ＜可得

ＭＵ
）＾＾Ｃ

（ｆ ，

ａ
，

ｓ
） （
ｅ＋ Ｃｙ ）＜Ｃ＊ ｅ

，

于是有
￥ ： 氏

，

ｓ
（
ｃｕ

）
４ｈｊｃｕ

）

．



２ １ ２ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

若 Ｇ 氏
，

ｓ
（
Ｃ＊ ｅ

） ，
由 （

４ ． １ ２
） 中关于 的估计可得

＾
（＾ ）

－

＾
（
Ｕ

２ ） ａ
＞

ｓ
＝

Ｗ
Ｌ
＾＆ ｉ

Ｕ
ｘ

？

Ｖｒ Ｃ／
ｉ

－

ｕ
２

■

ＶｒＵ２ ） ＼

ａ
ｊ

Ｓ

＾ ＼ ＼

ＬＭＵ
Ｘ
－

Ｕ
２ ）

？

Ｖｒ Ｃ／
ｉ ） ｜ ｜

ＣＴ
）

５＋ ＼

Ｌ
ｕ＆ ｛

Ｕ
２

■

Ｖｒ （
Ｃ／

ｉ

－

Ｕ
２ ） ） ＼ ＼ ＾ ｓ

彡＆
６

） ’引理＆ １

 Ｒ
－＋ＨＲ

－

Ｃ／２
｜Ｕ ｜

Ｃ／２
｜ｋ Ｓ

＜Ｃ
（
ａ

，

Ｓ
） （ ｜ ｜

［７
１ ＣＴ

，

ｓ＋ ｉｍ＾ Ｗ
Ｕ

ｒ

－

ｆ／
２

｜ ｜

ＣＴ
，

ｓ ，

其中ＣＶ ，

ｓ
）
＞ ０ ．

令ｅ＜ｍ ｉｎ
｛ ４ｃ． ｃ

（
ＣＴ

，

ｓ
）

？

２Ｃ＊Ｕ 
则有

Ｍｕ
ｘ ）

－

ＨＵ
２ ） ａ

，

ｓ＜２Ｃ
（
ａ

，

ｓ
）
ａ ｅ

＼

Ｕ
１

－

Ｕ
２

＼ ＼

ａ
，

ｓ＜
＼

＼

Ｕ
Ｘ

－

ｆ／
２

｜ ｜

ＣＴ
，

Ｓ ！

因此 ￥ 是压缩映射 ．

§
５ 定理 １ ． １ 的证明

对于 ａ＞０
，

ｓ＞
琴
＋１

， 由命题 ４ ． １ 和不动点定理可得 ， 方程 （
４ ． ５

） 有唯
一

的时间解析

解Ｃ
／丄ｅＷ

（
Ｔｆ ，

／／
〇

ｓ

（
Ｔ
ｄ

，

ｉｒ
） ） ，
且

［／丄 Ｕ ，

Ｓ＜Ｃ７＊
（／ ，

ｓ
）
ｅ

；
同时 由 （

４ ． ４
） ， （

４ ． ６
） （

４ ． ７
） 可得 ，

方程

（
４ ． ４

） 存在时间解析解 Ｃ／〇 ，
且有

ｒ〇
｜ Ｕ ＜ ｅ７

－
ｅｘｐ

（
４ ｌｎ

Ｑ ）
｜ ｜

／
｜ ｜ （

５ ． １
）

于是 ［／＝
％ ＋ Ｃ／ｉｅＨ ＣＣ ，

ｉ＾ （
Ｔ
ｄ

，

Ｒ
ｎ

） 为零时空均值方程 （
４ ． ３

） 的时间解析解 ， 从而零时

空均值方程 （
４ ． ２

） 的唯
一解为

Ｐ ：

＝

 （

－Ａｒ ）

１

ｄｉｖｒ （
｛７

？

Ｖｒ ｆ／
－

ｅｆ ）
．

因此 Ｐｅｗ
（
Ｔｆ ，

ｉｒ
） ， 并满足不等式

ｎ ，

ｓｓ
，

ｓ ｅ ／ ｕ ，

ｓ ｉ＋ ｉ ｉ

ｔ／
－ ｖｒ ｆ／

ｉ ｕ ，

， ｉ

Ｓ
，

ｓ ｅ ／ ｋ ｓ
－

ｉ＋
ｍ 

彡Ｃ
（７ ，

Ｓ
，

ｄ
， ／ ）

ｅ ＿

值得注意的是 ， 若 ／ 关于 ｚ 均值为零 ， 可得

／〇
Ｗ

＝
７Ｔ〇 ／ （

０
）
＝ｍ 

ｘ
）

ｄｘ＝ ０
，ｗｅｒ  ？

方程
（

４ ． ４
） 可简化为 ｗ

？ 汍 Ｃ／
〇
＝

０
， 从而可以选择 Ｃ／〇

＝
０ 作为零空间均值方程 （

４ ． ３
）
的唯

一

解 ． 于是 Ｃ／＝Ｃ／丄 ，
因此定理 １ ． １ 得证 ．
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