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§
１ 引 言

ＭｃＫａｙ 矩阵的思想最早可以追溯至 ＭｃＫａｙ 在文 ［

１
］
中的观点 ？ 在 ＭｃＫａｙ 结果基础

上
，

Ｓｔｅ ｉｎｂｅｒｇ 在文
［

２
］
中给出 了任意有限群 Ｇ 群代数 ＣＧ 有关 ＭｃＫａｙ 矩阵的

一些结论 ．

在文
［

３
］
中 ，

Ｇｒ ｉｎｂｅｒｇ 等考虑 了特征为 ｐ 的代数闭域 Ｐ 上有限群 Ｇ 对应的群代数 ＦＧ

的 ＭｃＫａｙ 矩阵 ． Ｗ ｉｔｈｅｒｓｐｏｏｎ 研究了有限维半单 ，
几乎余半单 ，

几乎余交换 Ｈｏｐｆ 代数的

ＭｃＫａｙ 矩阵 （
见

［

４
］ ）

． 在文
［

５
］
中 ，

Ｂｅｎｋａｘｔ 等通过研究量子群 ％ （
ｓ 〖 ２ ） ， ｇ 为奇数阶单位根 ，

指 出 ＭｃＫａｙ 矩阵可以决定 Ｍａｒｋｏｖ 链 ． Ｂｅｎｋａｒｔ 等在文
［

６
］
中考虑 了Ｇ ｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ 环意义

下有限维 Ｈｏｐｆ 代数的 ＭｃＫａｙ 矩阵 ？ 他们给出 了有限维 Ｈｏｐｆ 代数的 ＭｃＫａｙ 矩阵 ，

矩阵

的特征值 ， 特征向量的
一般性结果 ． 作为例子 ， 他们研究了Ｔａｆｔ 代数量子偶的 ＭｃＫａｙ 矩

阵 （
张量

一

个 ２ 维不可分解模 ） ， 并且得到 了许多有趣的结果 ． 受文
［

６
］
的启发 ， 曹刘峰等在

文
［

７
－

８
］
中推广并研究了有限表示型 Ｈｏｐｆ 代数在 Ｇ ｒｅｅｎ 环意义下的 ＭｃＫａｙ 矩阵 ．

令 丑 为复数域 Ｃ 上的有限表示型 Ｈｏｐｆ 代数 ． Ｇ ｒｅｅｎ 环 ｒ

■

（
丑

） （
见

［

９
］ ） 是 由有限维 丑＿

模 ｙ 的 同构类模去关系
［

Ｍ ？ Ｆ
］
＝

 ［

Ｍ
］ 
＋

 ［們 生成的阿贝 尔群 ． ｒ
（
Ｆ

）
的乘法结构 由 模

的张量积给出 ， 即 ＝

 ［

Ｍ ？ Ｆ
］

． 这样 ｒ

？

（
丑

）
是
一

个具有单位元
［

Ｃ
］
的结合环 ， 其中 Ｃ

是平凡 丑－ 模 ？ 注意到 ｒ
（

丑
）
有
一

组 Ｚ－ 基
｛ ［

Ｆ
］ ｜
Ｖｅ ｉｎｄ

（

丑
） ｝ ， 其中 ｉｎｄ

（
ｆ〇 表示所有有限

维不可分解 丑－ 模同构类构成的集合 ． 假设 抓 ，

Ｍ
２ ，

…

，

Ｍ
ｍ 是在同构意义下所有的有限
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维不可分解 ｉ？－ 模 ． 张量不可分解模 Ｖ 得到的 ＭｃＫａｙ 矩阵 是
一

个 ｍｘｍ 的矩阵 ，
且

（Ｄ ） 项 ＝

［
风 ＜８ ） Ｖ ： ，

表示
［
风 ＜８ ） Ｆ

］
表达成 Ｋ丑 ）

基元 Ｚ 线性组合时
［

Ｍ
， ］
的系数 ．

本文中 ， 我们考虑 ＲａｄｆｏｒｄＨｏｐｆ 代数 Ｊｆ
ｍ

，

？ 张量不可分解 ｉ？
ｍ

，

？
－ 模 ｙ＝Ｍ

（

２
，

０
） 在

Ｇｒｅｅｎ 环意义下的 ＭｃＫａｙ 矩阵 ＷＶ ， 其中 叼 所代表的 同构类是 Ｇｒｅｅｎ 环 ＫＦｍ ，

？ ） 的生

成元之
一

． 利用广义 Ｆ ｉｂｏｎａｃｃ ｉ 数列的根 ， 我们计算了ＷＶ 的特征多项式 ． 再次利用广义

Ｆ ｉｂｏｎａｃｃ ｉ 数列的根 ， 我们对 Ｗｙ 的每个特征值构造了特征 向量 ． 此外 ， 我们研究了部分特

征值的代数重数和几何重数 ．

本文结构如下 ： 在第 ２ 节 中
，
我们 回忆了

一些基本定义和结果
，
并为文章的后续 内容

做准备 ． 在第 ３ 节 ， 我们确定了张量 ２ 维不可分解 ｉ７
ｍ

，

？
－ 模 Ｆ

＝Ｍ
（
２

，

０
） 的 ＭｃＫａｙ 矩阵

ＷＶ 并且我们考虑了ＷＶ 的特征多项式 ， 特征值和特征向量． 在第 ４ 节中 ，
我们确定 了部

分特征值的代数重数和几何重数 ．

§
２ 预备知识

通篇 ， 符号 Ｒ
，
Ｃ 分别表示整数环 ， 实数域和复数域 ． 以下全文 ， 我们的讨论均在 Ｃ

上 ． 除非特别声明
， 所有的代数 ，

Ｈｏｐｆ 代数和模都定义在 Ｃ 上
， 所有的模均为左模且为有

限维 ；

ｄ ｉｍ 表示 ｄｉｍｃ ． 在本节中 ， 我们首先 回顾 ＲａｄｆｏｒｄＨｏｐｆ 代数 丑 的定义
，

互不同

构的不可分解 模的分类及其 Ｃ ｌｅｂｓｃｈ－Ｇｏｒｄａｎ 公式 ． 接着我们介绍在文
［

１ ０
］
中被研

究的广义 Ｆ ｉｂｏｎａｃｃ ｉ 数列的
一些结果

，
其在之后的研究中将有用 ．

令 Ｇ 是 由 Ｓ 生成的 ｒｒｍ
 （
ｎ＞１

） 阶的循环群 ． 假设 ％ 是
一

个 １ 维的 ＣＧ－ 模 ， 使得 Ｓ 在

％ 上的作用为纯量倍 〇／
， 其中 ｗ 是 ｍｎ 次的本原单位根 ， 则 ｛只 

ｉｅＺｍ？ ｝ 构成互不同构

的单 ＣＧ－ 模的完全集 ． 令 Ｘ 为 对应的 Ｃ － 线性特征 ． 即 Ｘ （３ ）
＝ ， （

＂
―

１
）＝

Ｘ 的阶数为 ％ 且 的 Ｃ － 线性特征为 ｘ 、

作为代数 ，

ＲａｄｆｏｒｄＨｏｐｆ 代数 是 由元素 ｇ 和 ｙ 满足如下关系生成的 ：

９

ｍｎ
＝１

，Ｖ９
＝

ｘ （９ ）ｇｙ

＝
＾

￣

ｍ

ｇｙ ，ｙ

ｎ
＝

ｇ

ｎ
－

１ －

余乘 Ａ
， 余单位 ｅ 和反极元 Ｓ

１

分别如下 ：

Ａ
（
ｃ
／ ）
＝

ｇ ？ ｇ ， ｅ
｛ｇ ）

＝１
，Ｓ

（ｇ ）
＝

ｇ
ｘ

，

Ａ
（ｙ ）

＝

ｙ ＞^ ｇ
＋ｌ ＾＞ ｙ ，ｅ

｛ｙ ）
＝

０
，Ｓ

（ｙ ）
＝－

ｙｇ
１

．

易知
ｄ ｉｍ

（

丑 ＝
ｍｎ

２

，
且 丑 有

一组Ｃ － 基 ｛ｙＶ 〇彡ｉ－

１
，

〇＜ｊ＜ｍｎ 

－

１
｝

？ 特别

±也
， 如果 ｍ

＝１
，
则 ＲａｄｆｏｒｄＨｏｐｆ 代数 丑Ｍ 恰为 ｎ

２
－ 维 ＴａｆｔＨｏｐｆ 代数 （

见
［

１ １
］ ）

．

令 Ｖ 是
一

个 ＣＧ－ 模 ，
且 ａ； 是

一

个变量． 对任意非负整数 ｆｃ
，
令 ｅｙ

｝

是对任意和Ａ ｅ Ｃ
满足定义ａ；

ｆｃ
ｗ＋＝

ａ ；

ｆｃ

（
ｗ＋ ｗ

）
和的

一

个
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Ｃ － 向量空间 ． 则 是
一

个 ＣＧ－ 模且 Ｇ－ 作用为

ｈ
（
ｘ
ｋ

ｖ
）
＝

其中 Ｚｉ ｅ Ｇ 且 幻

记 为 Ｚ
＿ 中被 ｍ 整除的元素构成的子集合 ，

子集 ％ 为 ％ 的补集 ． 令 ｐ 是 Ｚ
ｍ ７ｌ

上 由 ０ ％ 兰 ％⑷ 所决定的置换 ， 其中 即为特征 ｘ
一

１

对应的单 ＣＧ－ 模 ． 容

易验证 ，
对任意的 《 ＧＺｍｎ ，

有 ＃⑷ ＝ ｍ＋ Ａ 令 〈０ 是 由置换 ＃ 生成的对称群 的子

群
，
贝 Ｉ

］
〈０ 可以作用在指标集 Ｚ

ｍ ７ｌ 上 ，
且在该作用下指标集 Ｚ

ｍｎ 划分为 ｍ 个互不相 同的

〈＃ 〉

－ 轨道
［

〇
］ ， ［

１
］ ，

． ． ．

， ［

爪
－

１
］ ，
其中对任意的〇彡ｉ＜ｍ

－

１
， ［

ｉ
］
＝＋ ， （

ｎ
－

ｌ
）
ｍ

＋ 
ｉ
｝

．

并且＝

 ［

０
］

及％
＝

 ［

１
］
Ｕ

 ［

２
］
Ｕ
… Ｕ

 ［

ｍ
—

１
］

． 特别地 ，
如果

ｍ
＝１

， 则％
＝Ｚ

ｍｎ
＿

对任意 ｈ％ 以及 １ 彡 Ｋｎ ， 令 Ｍ （Ｍ ）
：

＝
Ｋ 十 十 … ？则 Ｍ （Ｍ ）

是
一

个

丑
ｍ

，

ｎ
－

木旲 ：

ｈ
■

 （
ｘ
ｋ
ｖ

）

Ｖ

＊

｛
ｘ
ｋ
ｖ

）

Ｘ

￣

ｋ

（
ｈ

）
ｘ
ｋ

（
ｈ

？

ｖ
） ，０彡 Ｚ

—

１
，

｛

ｘ
ｆｃ＋ １

ｕ
，０ ＾ ｆｃ ＾ ／

－

２
，

０
，ｋ

＝
ｌ
—

１
，

对任意 ／ｉｅＣＧ 和 １；ｅ

对任意 ｊｅ 仏 ，
记 巧 ：

＝

％
？ ａ；％

？ … ？ ａ ：

＂ １

％ ，
则 巧 是

一

个 丑
？

，

？
－ 模 ：

ｈ
■

 （
ｘ
ｋ
ｖ

）

Ｖ

■

 ｛
ｘ
ｋ
ｖ

）

Ｘ

￣

ｋ

（
ｈ

）
ｘ
ｋ

（
ｈ

■

ｖ
） ，０＜ｆｃ＜ｎ

—

１
，

｛

ｘ
ｋ＋ １

ｖ
，０彡ｆｃ彡ｎ

—

２
，

（ｇ
ｎ－

ｌ
）

－

ｖ
，ｋ

＝
ｎ
－

ｌ
，

对任意 ｈｅＣＧ 和 ｔ；ｅ对任意 ｊ ， ／ｅ 仏 ，
由 文

［

１ ２
， 定理 ２ ． ９

］ ，
有作为 丑

ｍ
，

？
－ 模

巧 兰 巧 ， 当且仅当 ｂｌ
＝

Ｌｆ ］

？ 令 Ｐ
ｂ

．

］

为 巧 同构类的代表元 ？ 王志华等证明 了集合

｛
Ｍ

（
Ｚ

，

ｉ
） ，

Ｐ
Ｍ

ｉｅＪ１。 ，

１ 彡 Ｚ＜ｎ
，
１＜ｊ 彡 ｍ

－

１
｝ 在同构意义下构成了不可分解 ｉ？

ＴＯ
，

？
－

模的完全集 （
见

［

１ ２
， 命题 ２ ． ４

，
２ ． ８ 和定理 ２ ． ９

］ ， ［

１ ３
， 定理 ２ ． ５

］ ）
．

根据文
［

１ ２
， 命题 ３ ． ５ 和 ４ ． １

］
， 有

⑴ 令 １ 彡 ｚｙ 彡 ｎ 且 ｚ ＋  ｚ

’

彡 ７１
，
则

１ １

Ｍ
（
ｌ

， 

ｉ
）

（２ ） Ｍ
｛

１ ＼ 

ｉ

＇

）
＾Ｍ

｛

１

＇

， 

ｉ

＇

）
（２ ） Ｍ

｛

１
， 

ｉ
）
＾

＾ 

Ｍ
｛
１ ＋  ｌ

＇

－

１
－

２ｋ
，

ｉ ＋ ｉ

＇

＋ ｍｋ
）

．

ｋ＝０

（
２

） 令１彡 Ｚ＜ Ｚ

＇

彡ｎ且 Ｚ ＋  Ｚ

＇

＞ｎ
，
则

Ｍ
（
Ｚ

， 

ｉ
）

（２ ） Ｍ
｛

ｌ

ｆ

， 

ｉ

ｌ

）
＾ Ｍ

（
ｌ＼ 

ｉ

ｆ

）
０ Ｍ

（
ｌ

， 

ｉ
）
^

ｌ＋Ｖ ｌ ｎ ｌ ｌ

（

Ｊ＼ｄ
（
７７ ．

， 

ｉ％

ｆ

 －

＼

－

ＴＴｌｋ＾
ｊ

０
＾Ａｆ

 （
ｌＶ

－

１
－

２ Ａ ；

，

ｉ＋  ＴＴｉｆｃ
）

）

．

ｋ＝０ ｋ＝ ｌ ＼ Ｖ ｎ
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（
３

） 令 ｉＧ％ 且 １
ｙ 彡 ｍ

－

１
，
则

Ｍ ｛ Ｉ －

）

％
）
０ Ｐ

＼ｊ ］
— Ｐ

＼ｊ ］
０ Ｍ

（
＾

，

％
）
＝ ｌＰ

＼ｊ ］

？

令 Ｖ
＝ Ｍ

（
２

，

０
）

． 贝抽上述讨论 ， 我们有如下引理 ．

引理２ ． １令
ｉｅｆ２〇 ，

１＜ Ｚ彡ｎ
－

１及１＜ｊ彡ｍ 

—

１
，
贝 Ｉ

Ｊ

（
１

）

（
２

）
Ｍ

（
ｌ

，

ｉ
）
＾ Ｖ ＾ Ｍ

（
ｌ ＋１

，

ｉ
）
？ 
Ｍ

（
Ｚ
－

１
，

ｉ ＋ ｍ
） ；

（
３

）
Ｍ

（
ｎ

，

ｉ
）

（ｇ ）Ｖ
＂

兰Ｍ
（
ｎ

， 

＜
）
？ Ｍ

（
ｎ

，

ｉ＋ ｍ
） ；

⑷
Ｐ

ｆｉ ］

？

余下全文 ，
除非特别说明 ，

总令 ｒ
／

＝
ｃｏｓ

＾
＋ ｉ ｓ ｉｎ

＾
＝为

一

个 Ｃ 中的 ２ｎ 次的本原单

位根
，
则 ７

？

２
＝

ｃｏｓ穿 ＋  ｉｓ ｉｎ专
＝ 是 Ｃ 中的

一

个 ｎ 次本原单位根 ？

二元多项式代数 Ｃ
［ｙ ， 中的广义 Ｆ ｉｂｏｎａｃｃ ｉ 数列 凡 （ ２／ ， 定义如下 ：

Ｆ
〇 （ｙ ，

ｚ
）
＝ ０

，Ｆ
ｉ （ ２／ ，

ｚ
）
＝１

，Ｆ
ｓ＋ ２ （ｙ ，

ｚ
）
＝

ｚＦｓ＋ １ （ｙ ， 
ｚ

）

－

ｙＦｓ （ｙ ， 
ｚ

）
． （

２ ． １
）

对 Ｇ Ｏ ？ 由文
［

１ ４
］ ，
有

［年 ］

＼ ｋ
 ｊＦ

ｓ （ｙ ，

ｚ
）

＝

＾ （

－

ｌ
）

ｆｃ

（

Ｓ
＿

Ｉ

＿

ｆｃ

］
ｙ＾

Ｓ １ ２ ｆｅ

ｆｅ＝ ０

ｋ

其中
［￥ ］

表示不大于 气
１ 的最大整数 ． 李立斌和张印火在文

［

１ ０
］
中计算 了如下方程组

在 ｃ 中的解 ：

１ ２／

ｎ－
１＝〇

，

＼ （
ｚ
－

ｙ
－

ｌ
）

Ｆ
ｎ （ｙ ，

ｚ
）
＝ ０ ．

他们证明了对任意 ｎ＞２
， 方程组 （

２ ． ２
） 有 ｎ

２－
ｎ＋１ 个不同解 ：

（

２ － ２
）

￥＝

｛ （

１
，

２
） ｝
Ｕ

｛ （
ｗｆｃ ， 

ａｋ
，

ｒ
）

０ ＾ ｆｃ ＾ ｎ
－

ｌ
，

ｌ ＾ ｒ ＾ ｎ
－

ｌ
｝ ，

其中 叫 ＝ ｃｏｓ誓＾ ｉ ｓ ｉｎ号
２ ５ １＝

 ７
？

２ｆｃ

是
一

个
Ｃ

中的
ｎ

次单位根 ，

ｕｆｃ
，

ｒ
＝Ｓ Ｔ＾ ｃｏｓｉ ，

１＜ｒ＜ｎ
－

１

（
见

［

１ ０
，
引理 ４ ＿ ４

］ ）

？ 这样
，
对 １ 彡 ｒ

？

彡 ｎ
—

１
， 有

Ｃｆｃ
，

ｒ
＝２ ｒ

？

ｆｅ
ｃｏｓ

＾

＝

ｎ

ｋ

（
ｒｆ
＋  ｒ

？

ｒ

）
．

特别地 ，
如果 ｌ ＜ Ａ ：＝ ｒ ＜ ｎ

＿

ｌ
，
有

ｃｒｆｃ
．

ｆｅ
＝

ｒ
）

ｋ

（ｖ

ｋ

＋
Ｖ

￣ ｋ

）
＝１＋  ｉｌ

２ ｋ

－

综上所述 ， 我们有如下结论 ．

弓 丨
理 ２ ． ２ 对任意 ０ 彡 ｆｃ 彡 ｎ

—

１
，
广义 Ｆ ｉｂｏｎａｃｃｉ 数列 ＿Ｆ

ｎ
（
Ｗｆｃ ，

之
）

＝ ０ 有如下 ｎ
－

１ 个不

同 的解 ：

＿ｋｒ
－

Ｋ

ａｋ
＜

ｒ
＝２ ｒ

）ｃｏｓ ，

ｎ
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其中 １ 彡 ｒ

？

彡 ｎ
—

１ ． 特别地 ， 当 １ 彡 ｆｃ＝ ｒ ＜ ｎ
—

１
，
有

＾ｋ
，

ｋ
＝

ｖ

ｋ

（ｖ

ｋ

＋
ｖ

ｋ

）
＝＾＋

ｖ

２ ｋ
－

§
３Ｍ

（
２

，
０

） 对应的 ＭｃＫａｙ 矩阵

在本节中
，
我们确定了张量不可分解 模 Ｖ

＝
Ｍ

（
２

，

０
）
对应的 ＭｃＫａｙ 矩阵 ＨＶ

，

并且利用 （
２ ． １

） 所给出 的广义 Ｆ ｉｂｏｎａｃｃ ｉ 数列 凡 （ｙ ，

Ｚ
） 来研究 ＭｃＫａｙ 矩阵 Ｗｖ ． 此外 ， 我

们计算了Ｗｙ 的特征多项式 ， 并且讨论了Ｗｙ 的特征值和特征向量．

令
ｒ ：

＝

｛ （

Ｚ
，

ｉ
）－

ｌ
｝ Ｕ ｛ ［ｊ ］ ｜

１＜ｊ＜ｍ
－

１
｝

． 定义指标集
ｒ上的

顺序如下 ：

（ｈ
ｉ
）
＜
 ＼ｊ ］ ，Ｖ Ｉ＜ ／＜ｎ

，０＜ｉ＜ｎ
－

１
，１＜ｊ＜ｍ

－

１
，

（
Ｚ

，

ｉ
）
＜ Ｗ ）

＾＾ ＜ Ｚ

’

， 或 Ｚ
＝

 Ｚ

’

且 ｉ ＜ ｉ

＇

，

＼ｊ ］＜

张量不可分解 － 模 Ｆ 得到的 ＭｃＫａｙ 矩阵 ＷＶ
＝

（
Ｗ

ｐｇ ） 是
一

个 （
ｎ

２

＋ ｍ
－

１
）
ｘ

（
ｎ

２

＋ ＴＯ
—

１
）
矩阵 ，

ｅＴ
， 其中 （ｐ ， ｇ ）

－ 项如下给出 ：

Ｗ
（
ｌ

，

ｉ
） ｂ ］

＝？ ｖ ：ｐ
＼ｊ ］

＼
＝

°
＞

ｗ
ｂＷＡ

＝

 ｉ

ｐ
ｂ ］
＾ ｖ ：Ｍ

（ｈ ｉ
） ］
＝

〇
，

Ｗ
ＵＷ ］

＝

 ［

ｐ
ｂ１
＾ ｖ ：ｐｍ ］

－

令 Ｉ
ｓ（

１＜ｓｅＺ
） 为 ｓｘｓ 单位阵 ，

且 ｎ ｘ ｎ 矩阵 Ｚ 和 Ｃ／ 分别定义如下 ：

／０ １ ０ ０
…０ ０ ／ １ １ ０ ０

…０ ０

０ ０ １ ０
…０ ０ ０ １ １ ０

…０ ０

０ ０ ０ １

？

？

？０ ０ ０ ０ １ １

？

？

？０ ０

．
？

且 Ｕ
＝

．
？

０ ０

？
？

０ ０ ０
． ． ．

０ １ ０ ０ ０
…１ １

Ｖ
１ ０ ０

． ． ．

０ ０
１ １

１ ０ ０
…０ １

如此 ， 按 ｒ 中顺序 ， 我们有如下结论 ．



２２０ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

命题 ３ ． １ ＭｃＫａｙ 矩阵 Ｗ ：

＝
Ｗｙ 可以表示成如下分块矩阵 ：

Ｗ
^

ｆ

０ Ｉ
ｎ ０

…０ ０ ０
＇

ｚ ０ Ｉｎ
…０ ０ ０

０ ｚ 〇 Ｉ
ｎ ０ ０ ０

？
？

？

 ？

？
？

．

．

．Ｉ
ｎ

０ ０

０ ０ ０… Ｚ０ Ｉ
ｎ

０

０ ０ ０
…０ ｕ ０

、

０ ０ ０
…０ ０ ２ Ｉ

ｍ
－

ｉ ｊ

证 由 引理 ２ ． １ 可得 ． 证毕 ．

注意到命题 ３ ． １ 中给出 的矩阵 Ｚ 是
一

个 ｎｘｎ 循环矩阵 ． 关于 Ｚ
， 我们有如下基本结

引理 ３ ． １ 存在 ｎｘｎ 可逆矩阵 Ｑ 对角化 Ｚ
， 即

Ｑ
Ｘ

ＺＱ
＝

Ｄ ：

＝
ｄｉａｇ ｛

ｌ
， 
ｒ
）

２

， 
ｒ
？

４

， 

？  ■  ？

 ， 
？
？

２
（
ｎ １

）

｝ ，

其中

（ １１

１ ｖ
２

ｖ

４
…

Ｑ
＝ １ ｖ

８
…

＾

４
（
ｎ ｌ

）

１
１ ｖ

２
７
？

４… ２
（
ｎ １

）

证 可直接证明 ． 此处省略过程．

因为Ｕ＝Ｉ
ｒａ＋４所以Ｑ

－

ＷＱ
＝ 五 ：

＝ ｄ ｉａｇ｛
２

，

１＋ｒ
？

２

，

…

，

１＋ｒ
？

２——

１
）

｝
？ 令ｙ ：

＝

ｄｉａｇ（Ｑ ，

…

， Ｑ
，

，

Ｉ
ｍ＿ ：Ｌ ｝ ，

则
、＂

Ｖ
＊
１＂一

ｎ ｃｏｐ ｉ ｅ ｓ

Ｗ
＇

＝Ｙ
＾
ＷＹ 

＝

ｆ０ Ｉ
ｎ ０

…０ ０ ０
１

Ｄ ０ Ｉ
ｎ

…０ ０ ０

０ Ｄ 〇 Ｉ
ｎ

？

＇０ ０ ０

Ｄ
．

．

？
？

？

？

？
？

？

Ｉ
ｎ ０ ０

０ ０ ０ Ｄ０ Ｉ
ｎ ０

０ ０ ０
． ． ．

０ Ｅ ０

Ｖ０ ０ ０
…０ ０ ２ Ｉ

ｍ ｉ ｊ
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这样 ＾ 和 Ｗ 相似 ，
因此它们有相同的特征多项式 ． 为了确定 Ｗ 的特征多项式 ，

对 Ｓ 彡 ０
，

在 Ｚ
［

Ａ
］

上我们定义如下 ｎｘｎ 对角矩阵列 Ｇ Ｓ （
￡？

，

Ａ
）

：

Ｇ
〇 （
Ｄ

，

Ｘ
）
＝０

，Ｇ
１ （
Ｄ

，

Ｘ
）

＝ ｌ
ｎ ，Ｇ

ｓ＋ ２ （
Ｄ

，

Ｘ
）
＝ＸＧ

ｓ＋ １ （
Ｄ

，

Ｘ
）

－ ＤＧ
ｓ （
Ｄ

，

Ｘ
） ，〇 ０ ． （

３ ． １
）

为 了简便 ，
记 Ｇ

Ｓ （

￡？

，

Ａ
） 为 Ｇ

ｓ
． 接下来 ， 我们将计算 Ｗ（

Ｗ
） 的特征多项式 ．

定理 ３ ． １Ｗ 的特征多项式 如㈧ 为

Ｐｎ （
入

）

＝

（
入 － ２

）

？ １

（Ｈ（

Ａ
－

 （７ｆｃ
，

ｆｃ ）

）（ ］＾［ （
入
－

（Ｔｆｃ， ）

）

Ｏ＾． ｋ＾ ｎ １ Ｏ＾ ｋ＾ｎ １

ｌ＾． ｒ＾． ｎ— １

＝

（
Ａ － ２

）

ｍ

（ｎ（
Ａ －

（
ｌ＋  ？

？

２ｆｅ

） ）

） （ｎ＾
－

Ｖ

ｋ

（ｖ

ｒ

＋
ｒ

ｒ

） ）

）

－

ｌ ＾． ｋ＾． ｎ
—

１ Ｏ＾． ｋ＾． ｎ
—

１

ｌ＾． ｒ＾． ｎ— １

证 定义 Ｐｅｍ
？

２

＋爪］剛 ） 如下 ：

Ｇ
ｉ

０ ０ ． ． ０ ０ ０ ０

ｇ
２

Ｇ
１

０ ？ ＿

０ ０ ０ ０

ｇ３ ｇ ２ Ｇ
＼

＿  ＿

０ ０ ０ ０

Ｇｎ
—

２ Ｇｎ
－

ｓ Ｇｎ
一 ４

■  ■ ＿Ｇ
ｉ

０ ０ ０

Ｇｎ
—

１
Ｇｎ

—

２ Ｇｎ
－

３
＇ ． ？ｇ ２ Ｇ

ｉ
０ ０

（
Ｘｌ

ｎ

－ Ｅ
）
Ｇｎ １（

Ｘｌ
ｎ

－ Ｅ
）
Ｇｎ ２ （

Ｘｌ
ｎ

－ Ｅ
）
Ｇｎ ３

■ ■ ■ （

Ｍ
ｎ

－ Ｅ
）
Ｇ２Ｍｎ

－ ＥＧ
ｉ０

Ｖ〇

根据直接计算 ，
得

Ｐ
（
ＸＩ

ｎ
２

＋ｍ
－

ｌ

￣

Ｗ
＇

）

＝

０ ０

ｇ ２

—

Ｉ
ｎ ０

ｇ
３

０
—

Ｉｎ

ｇ４ ０ 〇—

Ｉ
ｎ

Ｇｎ ０ ０． ． ．

（

ＡＩ
ｎ

—

Ｅ
）
Ｇｎ ０ ０

０ ０ ００

０ 〇Ｉ
ｍ １

／

０ ０ ０ 、

０ ０ ０

０ ０ ０

—

Ｉ
ｎ

０
—

Ｉ
ｎ ０

０ ０ ０

０ ０
（

Ａ
—

２
）

Ｉ
ｍ ｉＪ

矩阵 － ，
） 可以被写成如下分块矩阵 ：
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其中

（
ｇ

２

—

Ｉ
ｎ

０…

０ ０

ｇ３
０

—

Ｉ
ｎ

０ ０

ｇ４ ０ 〇—

Ｉ
ｎ
…

？
．．

０ ０

？
？ ？

？
．．

—

Ｉ
ｎ

Ｇ
ｎ

０ ０…０ ０
－

Ｉ
ｎ

＼（
ＡＩ

？

— Ｅ
）

Ｇ
ｎ

０ ０…

０ ０

想要计算 的特征多项式 －

Ｗ
＇

） 的行列式 ） ， 只需要计算 Ａ 的行列式 ． 注

意到矩阵 Ｐｅ是
一个行列式为 １ 的下三角矩阵 ． 因此

ｄｅｔ
Ｃ
Ｐ

Ｃ
ＡＩ＾＋＾ ｉ

－

Ｗ
＇

） ）
＝

 （
Ａ
－

２
）

ｍ １

ｄｅｔ
（ （
ＡＩ

？
－

Ｅ
）
Ｇｎ （

Ｄ
， 
Ａ

） ）
．

由 引理 ２ ． ２ 和 Ｇ ｓ （
￡＞

，

Ａ
） 的定义 ， 可以看出

（
ＡＩ

ｎ

—

Ｅ
）
Ｇｎ （

Ｄ
， 
Ａ

）
＝

ｄｉａｇ
｜

（
Ａ
—

ｄｋ
，

ｋ ） （
Ａ
—

 ＜ｒ
／ｓ

ｉ

ｒ ）

｜
，

ｌ？ｎ ｌ

其中 ｆｃ 跑遍 ｛
〇

，
１

，

…

，

ｎ
－

１
｝

． 因此 Ｗ 的特征多项式为

ｐｎ ｛
＼

）
：＝ｄｅｔ

Ｃ
Ｐ

Ｃ
ＡＩ＾＾ ｘ

－

Ｗ
＇

） ）
＝

（
Ａ
－

２
）

ｍ
－

ｘ

（［Ｊ（
Ａ － ａＭ ）

） （ＪＪ（
Ａ
－

ａｆｃ
，

ｒ ）

）

Ｏ＾ ｆｅ＾ ｎ
—

１ Ｏ＾ ｆｃ＾ｎ
—

１

ｌ ＾． ｒ＾． ｎ
—

１

＝

（
Ａ － ２ｒ

（ｎ（
Ａ －

（
ｉ ＋ ？

？

２ｆｅ

） ）

） （ｎ（
＾ － ＾ （＾ ＋ ＾

ｒ

） ）

）

－

ｌ ＾． ｋ＾． ｎ— １ Ｏ＾． ｋ＾． ｎ — １

ｌ＾ ｒ＾ｎ １

证毕 ．

接下来 ，
利用引理 ２ ． ２

，
我们将更清楚地刻画 Ｗ 的特征多项式 ｐ？ （

Ａ
） ，
这将帮助我们确

定 Ｗ 的每个特征值的代数重数 ．

定理 ３ ． ２Ｗ 的特征多项式 ｐ？ （
Ａ

）
如下 ：

（

Ａ － ２ｒ
（ｎ （

Ａ － ａｆｃ
，

ｆｃ
）

２

） （

ｐ？ （
Ａ

）
＝

＾ （

Ａ
－

２
）

ｍ

Ａ
ｎ＋ １

ｆｎ （
Ａ
－

ａｋ
，

ｋ
）

２

）
（

ｎｎ

ｎ
Ｏ＾ ｆｃ＾ ｎ

ｌ ＾ ｒ＾ ｆｃ＾ｎ
—

１

（
入 － ａｆｃ， ）

）
，

（
入 — ａｆｃ， ）

）
，

ｎ 为奇数 ，

ｎ 为偶数 ．

证 我们断言对任意 固定的 ２＜ｎｅＺ
，
以及任意的 ０＜Ｍ Ｖ＜ｎ 

－

１
，

１ 彡 ｒ
，

ｒ
＇

彡 ｎ

－

１

且 ｒ
，

／

＊
＇

＃ｆ ， 有 （ｊｆｃ，
＝当且仅当 ｆｃ＝ｆｃ

＇

且 ｒ＝ｒ
＇

． 事实上
，
充分性是显然的 ． 现在假

＾７ｃ
，

ｒ
＝贝 ！

Ｊ

２ｒ
］

ｋ
ｃ

ｒｎ

５

ｎ

ｎｋ
，ｒ

ｆ
＞

Ｋ

２ｒｒｃｏｓ 

，

ｎ
即 ｒ

／

Ｗ

ｚ Ｔ２Ｌ
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注意到
（
７
７

ｆｃ ｆｃ
＇

产 ＝ １
，
且 Ｃ〇Ｓ： Ｃ〇Ｓ守 ＧＩ 因此

（鋒产 ＝ １
，
于是 聲 ＝ １ 或

＾－

１ ． 如果＾
＝－ １

， 则 ７／
－ ｆｃ

／

＝－ １
，
这与 ７

７ 是
一

个 ２ｎ 次本原单位根以及
ｎｎ

０＜ 彡 ｎ
－

１ 矛盾 ． 因此
ｃ° ｓ

Ａ＝１ 且 Ｗ
ｆｃ ｆｃ＝１ ？ 这样 ， 由 于 〇 彡 々

，

Ｖ＜ｎ
－

１
，

ｎ

１ 彡 ｒ
，

— 彡 ｎ
—

１ 且 ７
／ 是
——

个 ２ｎ 次本原单位根 ，
得 ｆｃ＝ｆｃ

’

且 ｒ
＝

ｒ
’

． 这样
， 断言得证 ．

根据定理 ３ ． １
，
有 ㈧ （

ａ — ２
）

ｍ １

（ｎ （
入 — 〇７ｃ

，

ｆｃ ） ）（ｎ （
入 — ｎ， ） ） 

？ 因为
Ｋ
０＜ ｋ＜ｎ １ ＪＫ

０＜ ｋ＜ｎ ｌ ７
Ｏ＾ ｆｅ＾ｎ １

ｌ ＾ ｒ＾ ｎ
—

１

ｃｊ０
，

０
＝２ 且对于任意 １ 彡 ｆｃ 彡 ｎ

—

１
，
有 ａｆｃ

，

ｆｃ
＝１＋ ｒ

／

２ ｆｃ

， 所以 ｐｎ （
Ａ

） 可以写成如下形式 ：

＝

（
Ａ
－

２
）

ｍ

（Ｈ（
Ａ
－

ａｆｃ
’

ｆｃ ）

２

）（ＪＪ （
Ａ
－

〇
－

ｆｃ
，

ｒ ）

）

． （

３ ． ２
）

１ Ｏ＾ ｆｃ＾ ｎ １ ｌ＾ ｒ＾ ｆｃ＾ ｎ １

如果 ｎ 是奇数 ，
根据上述断言 ， 可知对 ０ ＜ ｆｃ ＜ ｎ

＿

ｌ 和 ｌ ＜ ｒ ＜ ｎ
＿

ｌ
，
有 ｃｒｆｃ

，

ｒ 互不相 同 ．

因此此时 ｐ？ （
Ａ

） 与 （
３ ． ２

） 中所给出 的表达式
一致 ． 如果 ｎ 是偶数 ，

对所有 ０＜ｆｃ＜ｎ

－

１
， 有

＝ ０ ？ 因此
（
３ ． ２

） 可以写成如下形式 ：

ｐ？ （
Ａ

）
＝

 （
Ａ
－

２
）

ｍ

Ａ
ｎ＋ １

（Ｈ （
Ａ
－

ａｆｅ
，〇 （ｎｎ （

入
－

Ｃｆｃ
，

ｒ〇
）

＿

根据上述断言 ， 易知 当 〇 ＜ ｆｃ 彡 ｎ

—

１ 及 １ 时 ，

（７ｆｃ
，

ｒ 互不相同且不为零 ． 因

此此时
，

Ｐｎ （
Ａ

）
＝

（
Ａ
－

２
）

ｍ

Ａ
ｎ＋ １

＾Ｙ［ （
入 － ＣＴＭ ）

２

）（ （
入 －

， ）

）

＜ ｎ
－

ｌ ｌ＾ ｒ＾ ｆ ＜ ｎ
－

ｌ

ｎｎ （

入
＿

以， ）

） （
ｎｎ （

入 ＿
以， ）

）

ｆ ＋ ｌ ＾ ｆｅ＾ｎ ｌ ｌ＾ ｒ＾ ｆｃ＾ ｎ １

（
入
－

２
）

ｍ

Ａ
ｎ＋ １

（ （
入 － ７ｆｃ

，

ｆｃ ）

２

）（ｆｊ （
入
－

？
，

ｒ ）

）

．

＜ ｎ
－

ｌ Ｏ＾ ｆｅ＾ｎ
—

１

ｌ＾． ｒ＾ ｋ＾． ｎ — １

证毕 ．

推论 ３ ． １ 下述结论成立 ．

⑴ 假设 ｎ 为奇数 ，
则 如 （

Ａ
） 有 ｎ

２－
ｎ＋１ 个互不相同 的根 ⑶ Ｕ

｛
ａｆｃ

，

ｒ ｜
０ 彡 ｆｃ 彡

ｎ
—

１
，

１＜ｒ＜ｎ
—

１
｝

． 并且 ，
对每个 １＜ｆｃ＜ｎ

—

１
， 特征值 ＜ｒｆｃ

，

ｆｃ 的代数重数为 ２
， 特征值 ２

的代数重数为 ｍ
， 并且其余特征值的代数重数均为 １ ．

⑶ 假设 ｎ 为偶数 ，
则 ㈧ 有 ｎ

２
－

２ｎ ＋ 
２ 个互不相同的根 ｛

２
｝ 
Ｕ

｛
０
｝ 

Ｕ
｛外 ，

『
｜
０ 彡 Ａ ： 彡

ｎ
－

ｌ
，

ｌ 彡 ｒ ＃ ｆ 彡 几
一

１
｝

． 并且 ， 特征值 〇 的代数重数为 几 ＋ １
，
对每个 １ 彡 彡 几

一

１
，

特征值 的代数重数为 ２
， 特征值 ２ 的代数重数为 ｍ

，
且其余特征值的代数重数均为 １ ．

证 由定理 ３ ． ２ 可证 ．
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接下来 ， 利用广义 Ｆ ｉｂｏｎａｃｃ ｉ 数列 Ｋ （ｙ ，

ｚ
） 的根 ，

对 Ｗ 的每个特征值 ， 我们构造部

分特征 向量 ． 令１＝ ［

１
，

１
，

…

，

１
］

Ｔ
ｅＺ

ｒａ

，

…

，

ｎ＝ ［

ｎ
，

ｎ
，

…

，

ｎ
］

Ｔ
ｅＺ

ｎ

，ｔＯ ｉ
＝

［

１
，

〇
，
〇

，

…

，

ｏ
］

Ｔ
ｅｐ

１

，

＝

 ［

ｏ
，１ ，

ｏ
，

…

，

ｏ
］

Ｔ
ｅｚ
— １

，

…

，

＝

 ［

〇
，
〇

，
〇

，

…

，

ｉ
］

Ｔ
ｅ

ｒ
１

以及 ｏ
＝…

，

ｏ
］

Ｔ
ｅＺ

＂１ １

． 则我们有下面的定理 ．

定理３ ． ３向量 叫
＝

［

１
Ｔ

，２
Ｔ

，

…

，

ｎ
Ｔ

，ｔ〇
ｉ

Ｔ

］

Ｔ
ｅＺ

ｎ
２

＋ｍ＿ １

（
ｉ＝１

，

２
，

…

，

ｍ
－

１
）
和

＝

 ［

１
Ｔ

，

２
Ｔ

，

…

，

ｎ
Ｔ

，

０
Ｔ

］

Ｔ
ｅＺ

ｄ＋ｍ－ １

是 Ｗ 特征值 ２ 的线性无关的特征向量 ． 并且 ，

集合 ｛抑 ，

《 １ ，

…

，、－

ｉ ｝ 构成了Ｗ 特征值 ２ 的特征空间的
一

组 Ｃ － 基 ．

证 容易看出 Ｗ〇 ， 外 ，

…

，

Ｗｍ＿ ２ ， 
Ｗｍ＿

；！ 在 Ｃ 上是线性无关的 ？ 现在我们证明 外 是 Ｗ

特征值 ２ 的
一

个特征向量． 事实上 ， 容易看出 当 １＜ｆｃ＜ｎ 时
，
有 Ｚｆｃ＝ｆｃ ． 因此

类似地 ， 可以验证当 ｉ

所以第二个结论成立 ．

Ｗｖ １
＝ Ｗ

１

２

＝ ２

１

２

ｎ ｎ

Ｗ ＼

２ｖ ±
．

０
，

２
，

３
，

…

，

ｍ
—

１ 时
，
有 ＝２灼 ？ 注意到 ２ 的代数重数为 ｍ ＿

注 ３ ． １ 定理 ３ ． ３ 表明 ２ 的几何重数也为 ｔｏ ．

根据引理３ ． １
，
当—

１时 ， 向量 ：

＝

 ［

１
，

７
？

２ｆｃ

，

ｒ
？

４ｆｃ

，

…

，

ｒ
ｊ

２
（
ｎ １

）

］

Ｔ
是

Ｚ
特征值

？
？

２ ｆｃ

的
一

个特征向量 ？ 令
ｗ

ｔ
，
ｆｃ

，
ｒ
＝其中０ ＜ ｆｃ ＜ ｎ

－

ｌ
，

ｌ ＜ ｒ ＜ ｎ
—

１

且 巧
（产Ｗ 

＋ ？
？

－

〇 ） 为 （

２ ． １
）
方式定义的广义 Ｆ ｉｂｏｎａｃｃｉ 数列 ． 以下全文 ， 除特别说明 ，

令 〇
＝

 ［

〇
，０ ，

…

，

〇
］

Ｔ
ｅ且 ５

＝

 ［

〇
，〇 ，

…

，

ｏ
］

Ｔ
ｅＺ

＂

， 则我们有如下定理？

定理３ ．４当０ ＜ ｆｃ ＜ ｎ
—

１ 和１彡 彡 ｎ
－

１时 ， 向量＝

 ［

ｗ
ｆｆｃ

，
ｒ ，ｔ＾ｆｃ

，
ｒ ，

…

，

＜
，

ｆｃ
，

ｒ ，

〇
Ｔ

］

Ｔ
是 Ｗ 特征值 ＝

＃？
＋『

”

）
的
一

个特征向量 （
此时

，

０Ｖ 笋 〇
）

？

证 我们证明下列结果成立 ：

＾２
，

ｆｅ
，

ｒ
＝

＾ｋ
，

ｒ ＾ ｌ
，

ｋ
，

ｒ
－

）

ＺＶ
ｔ
— ２

，

／ｅ
，

ｒ＋幻
ｔ

，

ｋ
，

ｒ
＝

Ｃｋ
，

ｒ 幻ｔ
—

ｌ
，
ｋ

，
ｒ

，３＾ｔ＾７１
，

事实上 ，

Ｗ２
，

ｆｃ
，

ｒ
＝Ｆ

２
（
７
７

２ ｆｃ

，

７
７

ｆｃ

（
ｒ
／

ｒ

＋ ｒＴ
ｒ

） ）
？ ｉ

，

ｆｃ
，

ｒ
＝＋  ？ｒ

ｒ

）
ｗ ｉ

，
ｆｃ

，
ｒ
＝

ＣＴｆｃ
，

ｒ ｗ ：ｉ
，

ｆｃ
，

ｒ
？ 此夕卜 ，
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当 ３ 彡 ＊ 彡 ｎ 时
， 有

（Ｔｋ
，

ｒ ｖｔ
－

Ｉ
，
ｋ

，
ｒ
￣

Ｚｖｔ
－

２
，
ｋ

，
ｒ
＝

＾ ｛
ｒｆ
＋ ｒ

］

ｒ

）
Ｆ

ｔ ＼ ｛
ｒ
］

２ ｋ

， 
ｒ
ｉ

ｋ

（
ｒｆ
＋ ｒ

ｊ

ｒ

） ）
ｖ ｉ

，
ｋ

，
ｒ

－

Ｖ

２ ｋ
Ｆ

ｔ ２ （ｖ

２ ｋ

， Ｖ

ｋ

（ｖ

ｒ

＋ Ｖ

ｒ

） ）
ｖ ｉ

，
ｋ

，
ｒ

二

（々 Ｏｆ 
＋ ＋ ｒＴ ） ）

＝ Ｆ
ｔ （Ｖ

２ｋ

， Ｖ

ｋ

（Ｖ

ｒ

＋
Ｖ

ｒ

） ）
ｖ ｉ

，
ｋ

，
ｒ
＝

Ｖｔ
，
ｋ

，
ｒ －

因为
（
７
？

２ ｆｃ

，

７／
＝

（
７ｆ＋ ｒＴ

ｒ

） ） 是 Ｋ
（ｙ ，

ｚ
）

＝
０

的
一个解

， 所以ｗ？
，
ｆｃ

，
ｒ
＝＝

５ ． 因此

＝
０
＝

 ＜Ｊｋ
，

ｒ＾ｎ
，
ｋ

，
ｒ ＇

如此
，
我们有

Ｗｖｋ
ｉ

Ｖ

＝

（

０ Ｉ
ｎ ０

…０ ０ ０
＼

Ｚ ０ Ｉ
ｎ

…０ ０ ０

＊

＾ ｌ
，
ｆｃ

，
ｒ

０ Ｚ 〇 Ｉ
ｎ

．

．

． ０ ０ ０

＾２
，
ｋ

，
ｒ

幻３
，
ｆｃ

，
ｒ

ｚ
．

．

？
 ？

？
？

．

．

．Ｉ
ｎ ０ ０

衫
？ｉ
—

ｌ
，
ｆｃ

，
ｒ

０ ０ ０… Ｚ０ Ｉ
ｎ ０

妇ｎ
，
ｆｃ

，
Ｔ

＊

０ ０ ０
…０ ｕ ０

０

Ｖ
０ ０ ０

…０ ０ ２ Ｉ
ｍ
－

Ｌ／

Ｌ」

＾２
，

ｆｃ
，

ｒ

Ｚ幻 ｌ
，
ｆｃ

，
ｒ

＊
＋ Ｉｎ 妇３

，
ｆｃ

，
ｒ

＊

Ｚ幻２
，
ｆｃ

，
ｒ＋ Ｉｎ 妇４

，
ｆｃ

，
ｒ

＊

：
＝ ＾ｆｃ

，

ｒ ＾ｆｃ
，

ｒ
＊

Ｚｖｎ— ２
ｉ

ｋ
ｉ

ｒＩ
ｎ ＾Ｔｉ

，

ｆｅ
，

ｒ

ＵＶｎ
，
ｋ

，
ｒ

０

证毕 ．

假设 ｎ 为偶数且对任意 １＜ ？＜ｎ
，
令

［
＿ｊ （

－

ｌ
）

＾
ｖ

（
ｌ
￣

１
）
ｋ
ｖ＾２

＼
ｌ

，

Ｗ
ｆｅ

， ｆ

￣

ｌ
〇

， ２
＼

ｌ
，

则令
ｗｆｃ

， ｆ
：

＝

 ，

…

，

０
Ｔ

，

Ｏ
ｔ

］

ｔ
， 我们有如下结论 ．

定理 ３ ． ５ 令 ｎ 是偶数 ， 则 向量 叫
， 登 ，

０ 彡 ｆｃ 彡 ｎ
－

１
， 是 Ｗ 特征值 ０ 的 ｎ 个线性无关
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的特征 向量 ．

证 直接计算验证可得 ． 证毕 ．

§
４ 特征值的几何重数

在第 ３ 节中 ， 我们确定了矩阵 Ｗ 的所有特征值及其代数重数 ． 根据定理 ３ ． ２ 和推论

３ ＿ １
， 特征值 ａｆｃ

，

ｒ（
０ ＜ ｆｃ 笋

—

１
，
１ 彡 彡 ｎ 

—

１
） 的几何重数均为 １ ． 并且 ， 定理 ３ ＿ ２

和注 ３ ． １ 表明特征值 ２ 的几何重数为 ｍ ． 在本节中 ， 我们将研究 ｎ 为偶数时 ， 特征值 ０ 的

几何重数 ． 然而
， 我们难以确定特征值 的几何重数 ．

命题 ４ ． １ 当 ｎ 为偶数时 ， 特征值 ０ 的几何重数为 ｎ ．

证 假设 ｎ 为偶数 ． 想要证明特征值 ０ 的几何重数为 ｎ
， 只需要证明矩阵 的秩为

ｎ
２＿

ｎ ＋ ｍ
＿

１ ． 注意到 可以被写成如下的分块矩阵

灰
＇

＝

（

Ｓ〇

Ｙ
Ｖ

〇２Ｉ
ｍ ！Ｊ

其中

０ Ｉ
ｎ ０ ０ ０

Ｄ ０ Ｉ
ｎ ０ ０

０ Ｄ 〇 Ｉ
ｎ ０ ０

？

 ？

＊ Ｉ
ｎ

０ ０ ０ ＿ ？ Ｄ０ Ｉ
ｎ

０ ０ ０
． ． ．

０ Ｅ
）

想要确定 Ｗ 的秩
，
只需要计算 Ｂ 的秩 ． 由

一

系列的初等行变换 ，
矩阵 Ｂ 可化简为如下形

式 ：

Ｂ
＇

＝

Ｄ ０ Ｉ
ｎ ０ ０ ０？ ＿ ？０ ０ ０ ０ ０

０ Ｉ
ｎ ０ ０ ０ ０

？０ ０ ０ ０ ０

０ ０ Ｄ ０ Ｉ
ｎ ０

？０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｉ
ｎ ０ ０？ ＿ ？０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０？ ＿ ？０ Ｄ ０ Ｉ
ｎ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０
？０ ０ Ｉ

ｎ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０
？０ ０ ０ ０ Ｉ

ｎ

０ ０ ０ ０ ０ ０？ ？ ？０ ０ ０ ０ Ｅ
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容易看出矩阵 疗 的秩为 ｎ
２
－

ｎ ． 这样 ，

Ｗ 的秩为 ｎ
２
－

ｎ＋ ｍ
－

１
，
且特征值 ０ 的几何重

数为 ｎ ． 证毕 ．

推论 ４ ． １ 假设 ｎ 是偶数
，
则集合 ｛％ ， ｆ 

０＜＜ｎ
－

１
｝ 构成 了特征值 ０ 的特征空间

的
一

组 Ｃ － 基？

证 由命题 ４ ． １ 和定理 ３ ． ５ 可证得 ． 证毕 ．
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ｅｔａｌ ．ＭｃＫａｙｍａｔｒ ｉｃｅｓｆｏｒｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓ ｉｏｎａｌＨｏｐｆ

ａｌｇｅｂｒａｓ
 ［

Ｊ
］

．ＣａｎａｄＪＭａｔｈ
ｙ
２０２ ２

，
３ ： ６８６ ７３ １ ．

［

７
］ＣａｏＬＦ

，
ＣｈｅｎＨＸ

，
Ｌ ｉＬＢ ．ＭｃＫａｙ

ｍａｔｒ ｉｘｆｏｒ ｉｎｄｅｃｏｍｐｏｓａｂｌｅｍｏｄｕｌｅｏｆ ｆｉｎｉｔｅｒｅｐｒｅ
？

ｓｅｎｔａｔ ｉｏｎｔｙｐｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ
 ［

Ｊ
］

．ＣｏｍｍＡ ｌｇ ｅ ｂｒａ
＾
２０２ ２

，
５０

（
１ ０

）
： ４５６０ ４５７６ ．

［

８
］ＣａｏＬＦ

，Ｘ ｉａＸＪ
，Ｌ ｉＬＢ ．ＭｃＫａｙｍａｔｒ ｉｃｅｓｆｏｒｐｏ ｉｎｔｅｄｒａｎｋｏｎｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａｓｏｆ

ｎｉ ｌｐｏｔｅｎｔｔｙｐｅ ［

Ｊ
］

．Ａ ｌｇｅ ｂｒａＣｏ ｌ ｌｏｑ ，
２０２３

，
３０

（
３

）
： ４６７ ４８０ ．

［

９
］ＧｒｅｅｎＪＡ ．Ｔｈｅｍｏｄｕ ｌａｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔ ｉｏｎａｌｇｅｂｒａｏｆａｆｉｎｉｔｅ

ｇｒｏｕｐ ［

Ｊ
］

．Ｉｌ ｌｉｎｏ ｉｓＪＭａ ｔｈ
，

１ ９６２
，
６ ： ６０７ ６ １ ９ ．

［

１ ０
］Ｌ ｉ ＬＢ

，
Ｚｈａｎｇ

Ｙ Ｈ ．ＴｈｅＧ ｒｅｅｎｒ ｉｎｇｓｏｆ ｔｈｅ
ｇｅｎｅｒａｌ ｉｚｅｄＴａｆｔＨｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａｓ

 ［

Ｊ
］

．Ｃｏｎ ｔｅｍｐ

Ｍａｔｈ
，
２０ １ ３

，
５８５ ： ２７５ ２８８ ．

［

１ １
］ＴａｆｔＥＪ ．Ｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆ ｔｈｅａｎｔ ｉｐｏｄｅｏｆ ａ ｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓ ｉｏｎａｌＨｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａ

 ［

Ｊ
］

．ＰｒｏｃＡ ｃａｄ

Ｓｃ ｉ
，
ＵＳＡ１ ９７ １

，
６８ ： ２６３ １ ２６３３ ．
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［

１ ２
］Ｗａｎｇ

ＺＨ
，Ｌ ｉＬＢ

，ＺｈａｎｇＹＨ ．Ｇｒｅｅｎｒ ｉｎｇｓｏｆ
ｐｏ ｉｎｔｅｄｒａｎｋｏｎｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａｓｏ ｆ

ｎｏｎ
－

ｎｉ ｌｐｏｔｅｎｔｔｙｐｅ ［

Ｊ
］

．ＪＡ ｌｇｅ ｂｒａ ＾
２０ １ ６

，
４４９ ： １ ０８ １ ３ ７ ．

［

１ ３
］ＷａｎｇＺＨ ，Ｌ ｉＬＢ

，ＺｈａｎｇＹＨ ．Ｇｒｅｅｎｒ ｉｎｇｓｏｆ
ｐｏ ｉｎｔｅｄｒａｎｋｏｎｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａｓｏ ｆ

ｎｉ ｌｐｏｔｅｎｔｔｙｐｅ ［

Ｊ
］

．Ａ ｌｇｅ ｂｒａｓａｎｄＲｅｐｒｅｓ ｅｎ ｔａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ ＾
２０ １ ４

，
１ ７

（
６

）
： １ ９０ １ １ ９ ２４ ．

［

１ ４
］ＣｈｅｎＨＸ

，
ＶａｎＯｙｓｔａｅｙｅｎＦ

，
Ｚｈａｎｇ

ＹＨ ．ＴｈｅＧ ｒｅｅｎｒ ｉｎｇｓｏｆＴａｆｔａｌｇｅｂｒａｓ
 ［

Ｊ
］

．Ｐｒｏｃ

ＡＭＳ
，
２０ １４

，
１ ４２

（

３
）

： ７６５ ７７５ ．

ＭｃＫａｙＭａｔｒ ｉｃｅｓｆｏｒＲａｄｆｏｒｄＨｏｐｆＡ ｌｇｅｂｒａｓ

ＣＡＯＬ ｉｕｆｅｎｇ
１ＣＨＥＮＨｕｉｘｉａｎｇ

２ＬＩＬ ｉｂ ｉｎ
２

１

Ｄ ｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔ ｉｃｓ
，ＹａｎｃｈｅｎｇＩｎｓｔ ｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏ ｌｏｇｙ，Ｙａｎｃｈｅｎｇ

２２４０００
，
Ｊ ｉａｎｇｓｕ

，
Ｃｈｉｎａ ．Ｅ－ｍａｉ ｌ ：１ ２０４７ １ ９４９５＠ｑｑ ． ｃｏｍ

２

Ｓ ｃｈｏｏ ｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔ ｉｃａｌＳ ｃ ｉｅｎｃｅｓ
，ＹａｎｇｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓ ｉｔｙ ，Ｙａｎｇｚｈｏｕ２２５０００ ，

Ｊ ｉａｎｇｓｕ ，
Ｃｈｉｎａ ．Ｅ－ｍａ ｉ ｌ ：ｈｘｃｈｅｎ＠ｙｚｕ ．ｅｄｕ ． ｃｎ

；
ｌｂ ｌ ｉ＠ｙｚｕ ． ｅｄｕ ． ｃｎ

Ａｂｓｔ ｒａｃｔＩｎｔｈｉ ｓ
ｐａｐｅｒ ，

ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｆｉｒｓｔｃｏｎｓ ｉｄｅｒｔｈｅＭｃＫａｙ
ｍａｔ ｒ ｉｘＷｙｏｆ ｔｈｅＲａｄｆｏｒｄ

Ｈｏｐｆａｌｇｅｂｒａ ｆｏｒｔｅｎｓｏｒ ｉｎｇｗ ｉｔｈａｎｉｎｄｅｃｏｍｐｏｓａｂ ｌｅ ＿ｆｆｍ
，

ｎ
＿ｍｏｄｕｌｅＦ ：

＝Ｍ
（
２

，

０
）

ｉｎ

ｔｈｅｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆＧｒｅｅｎｒ ｉｎｇ ．Ｔｈｅｎｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｄｅｔｅｒｍ ｉｎｅｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉ ｓｔ ｉｃ
ｐｏ ｌｙｎｏｍ ｉａｌｏ ｆ

Ｗｙ ，
ａｎｄｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅ ｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ （

ｓ
）
ｏｆ ｅａｃｈｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｆｏｒＷｙ －Ａｔ ｌａｓｔ

，
ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｓｔｕｄｙ

ｔｈｅ

ａｌｇｅｂｒａｉｃｍｕｌｔ ｉｐ ｌ ｉｃ ｉｔｙ
ａｎｄ

ｇｅｏｍｅｔｒ ｉｃｍｕ ｌｔ ｉｐ ｌ ｉｃｉｔｙ
ｏｆ ｓｏｍｅｅ ｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ．

ＫｅｙｗｏｒｄｓＨｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａ
，
ＭｃＫａｙ

ｍａｔｒ ｉｘ
，
Ｅ ｉｇｅｎｖａｌｕｅ

，
Ｅ ｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ

２０００ＭＲＳｕｂ
ｊ
ｅｃｔＣ ｌａｓｓ ｉｆｉｃａｔ ｉｏｎ１ ６Ｔ０５

，
１ ５Ａ １ ８

，
１ １Ｂ３９

ＴｈｅＥｎｇｌ ｉｓｈｔ ｒａｎｓ ｌａｔ ｉｏｎｏｆ ｔｈ ｉｓ
ｐａｐｅｒｗ ｉ ｌ ｌｂｅ

ｐｕｂ ｌ ｉｓｈｅｄｉｎ

Ｃｈ ｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｎｔｅｍｐｏｒａｒｙ
Ｍａｔｈｅｍａｔ ｉｃｓ

，Ｖｏ ｌ ． ４５Ｎｏ ． ２
，２０２４

ｂｙ
ＡＬＬＥＲＴＯＮＰＲＥＳ Ｓ

，
ＩＮＣ ．

，
ＵＳＡ


