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关于 平面浸入星形曲 线的一类演化问题∗

田　亚 1 方建波 2

提要 受 [Gao L Y, Wang Z Q. Evolving an immersed star-shaped curve to another one with same
winding number [J]. J Differential Equations, 2025, 424:421–437] 工作的启发, 对于平面浸入星形曲线,
引入了一种能量 E(t) =

∫
mS1

1
r ln(r+1)

dθ, 并通过构造一类含有非局部项的抛物型曲线流, 得到了在这
个流下, 演化曲线能保持星形性及上述能量守恒; 同时, 当时间 t 趋于无穷时, 演化曲线会光滑收敛到与它
具有相同缠绕数的星形曲线. 这一结果回答了 Yau 在 2007 年提出的一个问题.
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1 引　 言

2007 年, 丘成桐先生提出能否用抛物型曲率流将一条曲线演化成另一条曲线. 后
来, Lin 和 Tsai [1] 引入了一种新的曲率流, 证明长度相同的凸曲线, 其全局流可实现曲
线之间的转化问题. 最近, Gao 和 Zhang [2] 推广了 Gage [3] 的保面积流, 解决了凸曲
线情形下该问题, 之后 Gao 又继续研究并解决了局部凸曲线情形 (见 [4]) 的问题, 关于
该问题的最新进展见 McCoy 等人的论文 (见 [5]).
在过去几十年, 曲线演化理论广受关注, 有曲线收缩流 (见 [6–10])、扩张流 (见 [11–

12])、保面积流 (见 [3, 13–14])、保长度流、Chou和 Zhu提出各向异性流 (见 [15–16])以
及 Agenent 等人提出的曲线流在几何不等式 (见 [17]) 中的应用等等. 近年来, 星形曲线
曲率流同样受到了广泛的关注. Tsai [18] 和 Yagisita [19] 研究其扩张问题; Mantegazza
[20] 指出在曲线缩短流下, 星形曲线在接触某点前仍保持其星形性; Gao 和 Pan [21] 证
明 Gage 的保面积流能全局演化中心对称的星形曲线, 且随时间趋于无穷, 演化曲线收
敛于圆, 关于星形超曲面曲率流研究结果可参考相关论文 (见 [22–25]).
本文受 Gao 和 Wang [26] 将一条浸入的星形曲线演化成另一条具有相同缠绕数的

星形曲线保持演化曲线弹性能量不变的工作启发, 对于平面上关于原点 O 的光滑浸入

星形曲线 X, 我们定义一类如下形式的能量

E(t) =

∫
mS1

1

r ln(r + 1)
dθ, (1.1)
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在保持这个能量不变的前提之下, 我们构造了一类含有非局部项的抛物型曲线流, 运用
这个流也能实现将平面上一条浸入的星形曲线演化为另一条具有相同缠绕数的星形曲

线.
设 X0, X̃ : mS1 → E2 是平面中关于原点 O 的两条光滑、闭的星形曲线. X0(θ) 按

如下方程进行演化:
∂X

∂t
(θ, t) = α(θ, t)T (θ, t) + β(θ, t)N(θ, t), (θ, t) ∈ mS1 × (0, ω),

X(θ, 0) = X0(θ), θ ∈ mS1,

(1.2)

其中 θ 是极角, T 和 N 的系数由下式给出

β = −
( ∂2

∂θ2
(r − r̃)− (r − r̃) + f(t)

)
· r√

r2 + (rθ)2
, α = −β

r

∂r

∂θ
. (1.3)

而非局部项 f(t) 定义为

f(t) = −

∫ ln(r + 1) + r
r+1

(r ln(r + 1))2

( ∂2

∂θ2
(r − r̃)− (r − r̃)

)
dθ∫ ln(r + 1) + r

r+1

(r ln(r + 1))2
dθ

, (1.4)

这里 r(θ, t) 和 r̃(θ) 分别是演化曲线 X(·, t) 和目标曲线 X̃(·) 的径向函数. 根据文 [27]
中的公式, 可得

kt = βss + k2F, ∂t(ds) = −βk ds.

注意到缠绕数 m = 1
2π

∫
γ
k ds, 则有

dm
dt =

1

2π

∫
γ

kt ds+ 1

2π

∫
γ

k ∂t(ds)

=
1

2π

∫
γ

(βss + k2β)ds− 1

2π

∫
γ

k2β ds = 0.

这表明在流 (1.2) 下演化曲线的缠绕数保持不变. 流 (1.2) 的另一个特征是, 它能够使我
们定义的能量 E 保持为常数. 本文的主要结果如下.

定理 1.1 设 X0 和 X̃ 是两条关于原点 O 光滑、闭且星形的曲线. 假设 X0 与参

考曲线 X̃ 具有相同的缠绕数, 以及由 (1.1) 定义的相同能量 E. 以 X0 为初始条件的

流 (1.2), 在演化过程中会保持演化曲线的星形性, 且流整体存在; 当时间 t → +∞ 时,
X(·, t) 在 C∞ 度量意义下收敛到目标曲线 X̃.

注 1.1 在流的作用下, 演化曲线的星形性得以保持, 因此径向角 θ 可以作为演化

曲线的参数.

本文的结构安排如下: 在第 2 节中, 我们推导了一些几何量的演化方程, 并证明了
流 (1.2) 的短时存在性与整体存在性; 在第 3 节中, 我们证明了该流的收敛性.
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2 存在性

在本节中, 首先将流 (1.2) 简化为关于径向函数的单个抛物方程, 并得到短时存在
性. 然后再将流全部延拓, 即证明了演化曲线在时间区间 [0,+∞) 上是光滑的.

2.1 短时存在性

假设存在一条关于原点 O 的星形曲线族, 其在流 (1.2) 下演化, 此时我们可以将演
化曲线表示为

X(θ, t) = r(θ, t)P (θ), (θ, t) ∈ mS1 × [0, ω). (2.1)

由于 Xθ = rθP + rQ, 可以计算得到

g =
∣∣∣∂X
∂θ

∣∣∣ = √
r2 + (rθ)2, T =

rθ
g
P +

r

g
Q, N = −r

g
P +

rθ
g
Q, (2.2)

其中下标表示偏导数.

引理 2.1 在流 (1.2) 下, 极角 θ 与径向函数 r 的演化方程如下:
∂r

∂t
= α

∂r

∂s
− β

r

g
, (2.3)

∂θ

∂t
=

α

g
+

β

r

rθ
g
. (2.4)

证 将 (2.1)两边关于时间 t 求导, 则有
∂X

∂t
(θ, t) =

∂r

∂t
(θ, t)P + r(θ, t)

∂θ

∂t
Q. (2.5)

将 (2.2) 代入流 (1.2) 中, 则有
∂X

∂t
= αT + βN

= α
(rθ
g
P +

r

g
Q
)
+ β

(
− r

g
P +

rθ
g
Q
)

=
(
α
rθ
g

− β
r

g

)
P +

(
α
r

g
+ β

rθ
g

)
Q. (2.6)

现比较 (2.5) 和 (2.6) 中的系数, 即可得到演化方程 (2.3) 和 (2.4). 因此, α 的选择意味
着在流 (1.2) 下极角 θ 与时间的选取无关, 即

∂θ

∂t
= 0. (2.7)

现在我们可以计算在区域 mS1 × [0, ω) 上 r 的演化方程为

∂r

∂t
= α

∂r

∂s
− rβ

g

= −β

r

∂r

∂θ

∂r

∂θ
− rβ

g

= − β

rg
(rθ)

2 − rβ

g
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= − β

rg
[(rθ)

2 + r2] = −βg

r

=
∂2r

∂θ2
− ∂2r̃

∂θ2
− r + r̃ + f(t). (2.8)

由于径向函数 r(θ, t)决定了演化曲线的形状,流 (1.2)可以简化为初始条件 r(θ, 0) =

r0(θ) 在某一小段时间上的方程 (2.8).

引理 2.2 假设 X0 是一条关于原点 O 的星形曲线, 那么流 (1.2) 等价于满足初始
条件 r(θ, 0) = r0(θ) 的演化方程 (2.8) 在某个短时区间上成立.

证 设 X(·, t) 是演化曲线在流 (1.2) 下的一族光滑、闭的关于原点 O 的星形曲线.
由上述计算可知该曲线满足演化方程 (2.8).
另一方面, 设 r(θ, t) 是定义在 S1 × [0, ω] 上的光滑函数, 且满足带有初始条件

r(θ, 0) = r0(θ) 的演化方程 (2.8). 由连续性可知, 存在一个正数 t0 > 0, 使得对所有
(θ, t) ∈ S1 × [0, t0), 都有 r(θ, t) ⩾ 0. 我们通过如下方式构造一族星形曲线

X(θ, t) = r(θ, t)P (θ),

其中 (θ, t) ∈ S1 × [0, t0), 曲线 X(θ, t) 的度量和弗雷内标架由 (2.2) 给出. 由于蔡氏标架
(见 [18]) 可表示为

P =
rθ
g
T − r

g
N, Q =

r

g
T +

rθ
g
N, (2.9)

故曲线 X(·, t) 满足
∂X

∂t
=

∂r

∂t
P =

∂r

∂t

(rθ
g
T − r

g
N
)
,

这是初始值为 X0(·) 的流 (1.2) 的方程.

引理 2.3 流 (1.2) 在某个时间区间 [0, ω) 上存在唯一光滑解, 其中 ω > 0 是一个

有限数.

证 方程 (2.8) 是一个半线性方程, 且包含一个涉及 r 的非线性的非局部项 f(t). 接
下来我们证明该方程在某小区间上存在唯一光滑解, 再由引理 2.2 可知, 此流存在短时
光滑解. 对 (2.8) 求导, 可得

∂

∂t

(∂r
∂θ

)
=

∂3

∂θ3
(r − r̃)− ∂

∂θ
(r − r̃), (θ, t) ∈ mS1 × [0, ω). (2.10)

记 h(θ, t) = ∂r
∂θ

− ∂r̃
∂θ

, 方程 (2.10) 可以重写为
∂h

∂t
=

∂2h

∂θ2
− h, (2.11)

其初始值为 h(θ, 0) = ∂r
∂θ
(θ, 0) − ∂r̃

∂θ
(θ), 这是一个线性抛物方程, 它在区域 S1 × [0,+∞)

上有唯一光滑解 h(θ, t). 根据 h 的定义, 可得
∂

∂θ

(
r(θ, t)−

∫ θ

0

h(θ̃, t) dθ̃ − r̃(θ)
)
= 0.
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因此, 对每一个 t, 存在唯一的实数 λ(t) ∈ R, 使得

r(θ, t) =

∫ θ

0

h(θ̃, t) dθ̃ + r̃(θ) + λ(t). (2.12)

如果能找到 λ(t) 的值, 我们就能解出方程 (2.8). 根据方程 (1.4) 与 (2.8) 可知, 能
量 E(t) 是一个常数. 由 (2.12) 可得

E(0) =

∫
mS1

1(∫ θ

0

h(θ̃, t) dθ̃ + r̃(θ) + λ(t)
)
· ln

(∫ θ

0

h(θ̃, t) dθ̃ + r̃(θ) + λ(t) + 1
) dθ,

E(0) =

∫
mS1

dθ
r0 ln(r0 + 1)

,

所以 ∫
mS1

1(∫ θ

0

h(θ̃, t) dθ̃ + r̃(θ) + λ(t)
)
· ln

(∫ θ

0

h(θ̃, t) dθ̃ + r̃(θ) + λ(t) + 1
) dθ

=

∫
mS1

dθ
r0 ln(r0 + 1)

.

在这种情况下, λ(t) 可唯一被确定. 因此, 方程 (2.8) 有唯一解. 由于初始值 r0 是光滑

的, 并且高阶导数按照线性方程演化
∂

∂t

∂kr

∂θk
=

∂k+2r

∂θk+2
− ∂k+2r̃

∂θk+2
+

∂kr̃

∂θk
− ∂kr

∂θk
, k = 1, 2, · · · , (2.13)

则 r(θ, t) 的高阶正则性可通过线性抛物方程的经典理论得到. 由 r 的连续性可知, 函
数 r(θ, t) 在某个时间区间 [0, ω) 内对所有 θ 都是正的. 因此, 它定义了一族星形曲线
X(θ, t) = r(θ, t)P (θ), 该曲线按照流 (1.2) 演化.

2.2 整体存在性

在本小节中, 我们将证明径向函数 r(θ, t) 在时间区间 [0,+∞) 上具有一致的上下

界. 因此, 演化曲线 X(·, t) 在每个 t ⩾ 0 时都是光滑的, 这意味着流 (1.2) 都是整体存在
的.

引理 2.4 若流在 (1.2)作用下, 曲线 X(θ, t)的径向函数 r(θ, t)满足方程 (2.8). 因
此, 演化曲线的能量 E 满足

dE
dt (t) =

d
dt

∫
mS1

1

r ln(r + 1)
dθ

=

∫
mS1

−
[
rt ln(r + 1) +

rtr

r + 1

]
(r ln(r + 1))2

dθ

= −
∫
mS1

rt

(
ln(r + 1) +

r

r + 1

)
(r ln(r + 1))2

dθ
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= −
∫
mS1

( ∂2

∂θ2
(r − r̃)− (r − r̃) + f(t)

)(
ln(r + 1) +

r

r + 1

)
(r ln(r + 1))2

dθ

= −
∫
mS1

[ ∂2

∂θ2
(r − r̃)− (r − r̃)

](
ln(r + 1) +

r

r + 1

)
(r ln(r + 1))2

dθ

− f(t)

∫
mS1

ln(r + 1) +
r

r + 1
(r ln(r + 1))2

dθ. (2.14)

通过选择非局部项 f(t), 有 dE
dt = 0. 对于定义在 S1 × [0, ω) 上的连续函数 r = r(θ, t),

记

rmax(t) := max{r(θ, t) | θ ∈ S1}, rmin(t) := min{r(θ, t) | θ ∈ S1}.

推论 2.1 若流 (1.2) 在 t ∈ [0, ω) 时间段内保持演化曲线的星形性, 则在同一时间
区间内, 有

rmin(t) ⩽ e
√

2mπ
E − 1. (2.15)

证 由于能量 E 在流 (1.2) 作用下保持不变, 因此

E =

∫
mS1

1

r ln(r + 1)
dθ

⩽
∫
mS1

1

ln2(r + 1)
dθ

⩽
∫
mS1

1

ln2(rmin(t) + 1)
dθ

⩽ 2mπ · 1

ln2(rmin(t) + 1)
,

则有

rmin(t) ⩽ e
√

2mπ
E − 1.

因此不等式 (2.15) 得证.

引理 2.5 设 X0 是平面上关于原点 O 的星形曲线. 若流 (1.2) 保持 X(·, t) 的星
形性, 则存在与时间无关的常数 H, 使得

rmax(t) ⩽ rmin(t) +H, t ∈ [0, ω). (2.16)

证 令 u(θ, t) = r(θ, t)− r̃(θ). 由 r 的演化方程 (2.8), 可得
∂u

∂t
=

∂2u

∂θ2
− u+ f(t), (θ, t) ∈ mS1 × [0, ω), (2.17)

以及
(
∂iu
∂θi

)2
按照以下方式演化

∂

∂t

(∂iu

∂θi

)2

= 2
∂iu

∂θi

(∂i+1u

∂θi∂t

)
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=
∂2

∂θ2

(∂iu

∂θi

)2

− 2
(∂i+1u

∂θi+1

)2

− 2
(∂iu

∂θi

)2

⩽ ∂2

∂θ2

(∂iu

∂θi

)2

− 2
(∂iu

∂θi

)2

. (2.18)

设 w =
(
∂iu
∂θi

)2
和 v = we2t, 则 ∂v

∂θ
= ∂w

∂θ
e2t 且 ∂2v

∂θ2 = ∂2w
∂θ2 e2t. 因此由上述估计, 可得

∂v

∂t
=

∂w

∂t
e2t + 2we2t

⩽
[ ∂2

∂θ2

(∂iu

∂θi

)2

− 2
(∂iu

∂θi

)2]
e2t + 2

(∂iu

∂θi

)2

e2t

=
∂2

∂θ2

(∂iu

∂θi

)2

e2t = ∂2v

∂θ2
.

应用最大值原理, 可得 vmax(t) ⩽ vmax(0) = wmax(0), 所以(∂iu

∂θi

)2

⩽ Cie−2t, i = 1, 2, · · · , (2.19)

其中常数 Ci 依赖于初始曲线 X0, 定义为

Ci = max
{(∂iu

∂θi
(θ, 0)

)2

| θ ∈ mS1
}
.

由于 r(θ, t) = u(θ, t) + r̃(θ), 两边同时对 θ 作 i 阶偏导, 有
∂ir

∂θi
(θ, t) =

∂iu

∂θi
(θ, t) +

∂ir̃

∂θi
(θ).

对上述公式两边取绝对值, 由三角不等式, 可得∣∣∣∂ir

∂θi
(θ, t)

∣∣∣ = ∣∣∣∂iu

∂θi
(θ, t) +

∂ir̃

∂θi
(θ)

∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∂iu

∂θi
(θ, t)

∣∣∣+ ∣∣∣∂ir̃

∂θi
(θ)

∣∣∣.
存在一个仅依赖于初始曲线 X0 的常数, 记为 Mi, 使得∣∣∣∂ir

∂θi

∣∣∣ ⩽ Mi, i = 1, 2, · · · . (2.20)

固定时间 t, 假设函数 r(θ, t) 在点 θ1, θ2 处分别取得关于 θ 的最小值与最大值. 计算可
得

rmax(t)− rmin(t) =

∫ θ2

θ1

dr =

∫ θ2

θ1

∂r

∂θ
dθ

⩽
∫ θ2

θ1

∣∣∣∂r
∂θ

∣∣∣ dθ

⩽ 2mπ ·M1.

因此

rmax(t) ⩽ rmin(t) + 2mπ ·M1.

取 H = 2mπM1, 应用 (2.15), 即可得到估计式 (2.16).

引理 2.6 流 (1.2) 保持演化曲线的星形性.

证 通过演化曲线的连续性, 存在 t0 > 0, 使得 X(·, t) 在时间区间 [0, t0] 上关于原

点 O 是星形的. 在该时间区间上应用推论 2.1 与引理 2.5, 可得

r(θ, t) ⩽ rmax(t) ⩽ rmin(t) + 2mM1π ⩽ e
√

2mπ
E − 1 + 2mM1π. (2.21)
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下面我们估计径向函数 r(θ, t) 具有一致正的下界. 运用反证法, 假设结论不成立,
即存在时间序列 {tn}, 当 tn → +∞ 时, rmin(tn) → 0. 对于每一个 n, 取 θn ∈ mS1,
满足 r(θn, tn) = rmin(tn). 由 r(θ, t) 对于 θ 的一致有界性, 我们考虑对于任意的区间
θ ∈ [θn − δn, θn + δn], 有

r(θ, tn) ⩽ rmin(tn) + 2M1δn = rmin(tn) + 2M1 ·
rmin(tn)

2M1

= 2rmin(tn),

其中取 δn = rmin(tn)
2M1

. 则在该区间上, 区间长度 Ln = 2δn = rmin(tn)
M1

, 计算能量在该区间
上的贡献 ∫ θn+δn

θn−δn

1

r ln(r + 1)
dθ ⩾ Ln · 1

2rmin(tn) ln(2rmin(tn) + 1)

= 2δn · 1

2rmin(tn) ln(2rmin(tn) + 1)

=
rmin(tn)

M1

· 1

2rmin(tn) ln(2rmin(tn) + 1)

=
1

2M1

· 1

ln(2rmin(tn) + 1)
.

故当 n → +∞ 时, 有 rmin(tn) → 0, 其中 1
ln(2rmin(tn)+1)

→ ∞, 从而在小区间上的能量贡
献趋于无穷. 因此

E ⩾
∫ θn+δn

θn−δn

1

r ln(r + 1)
dθ → +∞,

这与能量 E 为一个常数矛盾. 则假设不成立, 即存在一个常数 a > 0, 使得对于任意
t ⩾ 0 时, 有

0 < a ⩽ rmin(t) ⩽ e
√

2mπ
E − 1. (2.22)

通过 (2.1)–(2.2) 和 (2.20), 支撑函数满足

p(θ, t) = −⟨X,N⟩ = −
〈
rP,−r

g
P +

rθ
g
Q
〉
=

r2

g

⩾ a2√
M2

1 + (e
√

2mπ
E − 1 + 2mπM1)2

> 0,

其中 (θ, t) ∈ mS1 × [0, t0), 径向函数 r(·, t) 在该流下是光滑的, 并且它有一致正的上下
界 (2.21)–(2.22); 它的导数 ∂r

∂θ
在 (2.20) 中也一致有界. 因此流存在, 演化曲线始终是星

形的.

引理 2.7 流 (1.2) 在时间区间 [0,+∞) 上整体存在.

证 我们已经证明径向函数 r(θ, t) 在区域 S1 × [0,+∞) 上是一致有界且正的; 所
有高阶导数 ∂ir

∂θi 都满足线性抛物方程, 因此它们在有限时间区间上也一致有界. 流 (1.2)
的速度 ∂X

∂t
对所有 t > 0 都是光滑的, 对方程 (1.2) 积分, 有

X(θ, t) = X0(θ) +

∫ t

0

∂X

∂t
(θ, t̃) dt̃.
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这表明了对于每个 t ∈ [0,+∞), 演化曲线 X(·, t) 是光滑的, 则该流整体存在.

3 收敛 性

在本节中, 我们将证明径向函数当 t → +∞ 时收敛, 这意味着演化曲线 X(·, t) 的
收敛性.

引理 3.1 假设初始曲线 X0 与目标曲线 X̃ 有相同的几何量 E. 在流 (1.1) 下, 演
化曲线的径向函数 r(θ, t) 收敛. 即

lim
t→+∞

r(θ, t) = r̃(θ). (3.1)

证 通过 (2.20)–(2.22), r 和 ∂r
∂θ
在时间区间 [0,+∞) 上都是一致有界的. 应用

Arzelà–Ascoli定理,存在一个收敛的子列 r(θ, ti),当 ti → +∞时收敛. 设 lim
ti→+∞

r(θ, ti)

= r∞(θ), 由 (2.20) 知, r(θ, t) 是光滑的且它的所有导数都是一致有界的, 则 r∞(θ) 是光

滑的; 同时存在子列 {tj} ⊆ {ti}, 使得

lim
tj→∞

∂r

∂θ
(θ, tj) =

dr∞
dθ (θ). (3.2)

通过 (2.19), 可得 ∣∣∣∂(r − r̃)

∂θ

∣∣∣ ⩽ C1e−t.

令 t → +∞, 固定 θ ∈ mS1, 有

lim
t→+∞

∂r

∂θ
(θ, t) =

dr̃
dθ (θ). (3.3)

因此, 结合 (3.2)–(3.3), 有
dr̃
dθ (θ) = lim

tj→∞

∂r

∂θ
(θ, tj) =

dr∞
dθ (θ), (3.4)

r∞(θ) = r̃(θ) + C0, θ ∈ mS1. (3.5)

回顾流的能量保持不变 (1.1), 有∫
mS1

1

r∞(θ) ln(r∞(θ) + 1)
dθ =

∫
mS1

1

r(θ, t) ln(r(θ, t) + 1)
dθ

=

∫
mS1

1

r0(θ) ln(r0(θ) + 1)
dθ. (3.6)

由于初始曲线 X0 和目标曲线 X̃ 具有相同的能量 E, 也就是∫
mS1

1

r0(θ) ln(r0(θ) + 1)
dθ =

∫
mS1

1

r̃(θ) ln(r̃(θ) + 1)
dθ, (3.7)

因此 ∫
mS1

1

r∞(θ) ln(r∞(θ) + 1)
dθ =

∫
mS1

1

r̃(θ) ln(r̃(θ) + 1)
dθ. (3.8)

将 (3.5) 代入 (3.8), 可得∫
mS1

1

(r̃(θ) + C0) ln(r̃(θ) + C0 + 1)
dθ =

∫
mS1

1

r̃(θ) ln(r̃(θ) + 1)
dθ.
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比较等式两边, 可得 C0 = 0. 因此, (3.5) 说明 r(θ, t) 的每个收敛子列都趋于同一极限

r̃(θ). 因此函数 r(·, t) 本身也收敛到极限 r̃(θ). 通过 (2.19), 有极限

lim
t→∞

∂ir

∂θi
(θ, t) =

dir̃

dθi (θ), i = 1, 2, · · · .

总结, 当 t → +∞ 时, r(·, t) 在 C∞ 度量下收敛到 r̃(·).

定理 3.1 在前面定理 1.1 的假设条件下, 演化曲线在流 (1.2) 作用下收敛到目标
曲线 X̃(θ).

证 通过引理 2.6 可知, 演化曲线始终保持星形, 因此 X(·, t) 可由径向函数 r(θ, t)

确定. 因此, 径向函数 r(θ, t) 的收敛性可推出演化曲线的收敛性, 如下所示

lim
t→+∞

X(θ, t) = lim
t→+∞

r(θ, t)P (θ) = r̃(θ)P (θ) = X̃(θ).

最后, 结合引理 2.3, 引理 2.7 与定理 3.1 的结论, 可完成定理 1.1 的证明.

致谢 非常感谢评审专家提出的宝贵意见!
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Abstract Inspired by the work of [Gao L Y, Wang Z Q. Evolving an immersed star-
shaped curve to another one with same winding number [J]. J Differential Equations,
2025, 424:421–437], the authors introduce an energy functional E(t) =

∫
mS1

1
r ln(r+1)

dθ
for planar immersed star-shaped curves. By constructing a parabolic curve flow involv-
ing a nonlocal term, the authors show that under this flow the evolving curves preserve
star-shapedness and the energy remains constant. Moreover, as time t tends to infinity,
the evolving curve converges smoothly to a star-shaped curve with the same winding
number as the initial curve. This result answers a question posed by Yau in 2007.
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