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一些多项式 xn ± cxn−1 ± d 的不可约性研究∗

郑　惠 1 杨仕椿 1 袁平之 2

提要 设 n, c, d 为正整数, 满足 n ⩾ 2, 且 ε1, ε2 ∈ {−1, 1}. 利用 Rouché 定理以及整系数多项式的牛
顿多边形关于素数 p 的线段向量系统的结论, 讨论了三项整系数多项式 xn ± cxn−1 ± d 在有理数域 Q
上的不可约性. 首先, 研究了多项式 f(x) = xn + ε12

r−1xn−1 + ε22
r 在有理数域 Q 上的不可约性, 其

中 r 为正整数. 其次, 研究了多项式 g(x) = xn + 4ε1x
n−1 + 9ε2, xn + 2ε1x

n−1 + 3ε2 在 Q 上的不
可约性.
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1 引　 言

关于有理数域 Q 上多项式的不可约性的研究是一个经典的课题, 有着重要的理论
意义和应用价值 (见 [1–2]). 但有理数域上大多数多项式的不可约性, 不能用经典的不可
约性的方法来判定, 许多关于多项式的不可约性问题仍未解决 (见 [3–9]).
对于三项整系数多项式

f(x) = xn + cxn−1 + d (1.1)

在 Q 上的不可约性, 许多学者研究了常数项 d 为素数或素数幂的情形. 2012 年, Har-
rington 在文 [7] 中证明了如下结果.

定理 A 设 n ⩾ 3, |d| ̸= |c|, |d| ⩽ 2(|c| + 1), 且 (n, c) ̸= (3, 3). 若多项

式 (1.1) 在 Q 上可约, 则 f(x) = (x± 1)g(x), 其中 g(x) 为 Q 上不可约多项式.

当 |d| = |c| 时, Harrington 在文 [7] 中提出了如下猜想.

猜想 设 n, c 为正整数, 且 n ⩾ 2, 多项式 f(x) = xn ± cxn−1 ± c, 若 f(x) ̸=
x2 + 4x+ 4 且 f(x) ̸= x2 − 4x+ 4, 则 f(x) 在 Q 上不可约.

2020 年, Sawin, Shusterman 和 Mtoll (见 [10]) 研究了多项式

fN (x) = xNc(x−1) + d(x) (1.2)
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在 Q 上的不可约性, 其中 c(x), d(x) ∈ Z[x], 获得了许多结论. 利用文 [10] 中的命题 7.6,
可直接推出以上猜想. 2023 年, 张伟霖和袁平之 (见 [11]) 研究了常数项为素数或素数
幂的更多项多项式在 Q 上的不可约性, 并利用 Newton 多边形的性质, 给出了以上猜想
的一个新证明 (见文 [11] 中的定理 1.9).
在文 [12] 中, 作者研究了多项式 f(x) = xn ± cxn−1 ± c 的不可约性, 获得了一些结

论, 探讨了当 2c− 1 ⩽ d < 3c 且 d 为奇数时, 以及当 d = 2c 且 c ̸= 2r (r 为正整数) 时,
多项式 f(x) 在 Q 上的不可约性.
本文运用文 [11] 中的思路、方法和结论, 结合 Rouché 定理以及整系数多项式的牛

顿多边形关于素数 p 的线段向量系统的性质, 讨论了三项整系数多项式 xn ± cxn−1 ± d

在有理数域 Q上的不可约性,研究了 f(x) = xn+ε12
r−1xn−1+ε22

r 在有理数域 Q上的
不可约性,其中 r为正整数,以及多项式 g(x) = xn+4ε1x

n−1+9ε2, xn+2ε1x
n−1+3ε2 在

有理数域 Q 上的不可约性, 其中 ε1, ε2 ∈ {1,−1}, 从而解决了文 [12] 中的一些遗留问
题.

2 一些 引理

引理 2.1 (见 [3, 11]) 设多项式 f(x), g(x) ∈ Z[x], α ∈ C, r 为正实数. 如果对任意
的 z0 满足 z0 ∈ {z ∈ C : |z − α| = r}, 均有 |g(z0)| < |f(z0)|, 则 f(x) 与 f(x) + g(x) 在

集合 {z ∈ C : |z − α| < r} 中有相同的根.

证 见文 [3] 中 p125 的定理, 也可见文 [11] 中的 Rouché 定理.

引理 2.2 设多项式 f(x) = xn + ε1cx
n−1 + ε2d ∈ Z[x], 其中 n ⩾ 4, 0 < δ ⩽ 1,

ε1, ε2 ∈ {−1, 1}, d < cnδ(1− δ)n−1, 则
(1) f(x) 在 {z ∈ C : |z + ε1c| < δc} 中有唯一根;
(2) 若 α 是 f(x) 的根, 且 α ∈ C \ {z ∈ C : |z + ε1c| < (1− δ)c}, 则 |α| ⩽ ( d

δc
)

1
n−1 .

证 (1)设 g(x) = xn+ε1cx
n−1 = xn−1(x+ε1c), h(x) = ε2d,则 f(x) = g(x)+h(x).

当 z0 ∈ {z ∈ C : |z + ε1c| = δc} 时, 注意到 n ⩾ 4, 则有

|g(z0)| = |z0|n−1 · |z0 + ε1c| = | − ε1c+ (z0 + ε1c)|n−1 · |z0 + ε1c|

⩾ (c− |z0 + ε1c|)n−1 · |z0 + ε1c| = cnδ(1− δ)n−1

> d = |h(z0)|.

由引理 2.1 知, g(x) 与 g(x) + h(x) = f(x) 在 {z ∈ C : |z + ε1c| < δc} 中有相同
的根, 又 g(x) 只有一个根 x = −ε1c ∈ {z ∈ C : |z + ε1c| < δc}, 所以, f(x) 在 {z ∈ C :

|z + ε1c| < δc} 中有唯一根.
(2) 设 α 是 f(x) 的根, 且 α ∈ C \ {z ∈ C : |z + ε1c| < (1− δ)c}. 若 |α| > (1− δ)c,
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则

|α+ ε1c| =
d

|α|n−1
⩽ d

|(1− δ)c|n−1
⩽ cnδ(1− δ)n−1

cn−1(1− δ)n−1
= cδ,

故 α ∈ {z ∈ C : |z + ε1c| < cδ}, 与条件矛盾, 则 |α| ⩽ (1− δ)c. 从而

|α+ ε1c| ⩾ c− |α| ⩾ c− (1− δ)c = δc.

故

|α|n−1 =
d

|α+ ε1c|
⩽ d

δc
, (2.1)

于是由 (2.1) 可得 |α| ⩽ ( d
δc
)

1
n−1 .

因此, 引理 2.2 得证.

引理 2.3 (见 [4]) 设 p 为素数, 且 f(x) = g(x)h(x), 其中 f(x), g(x), h(x) ∈ Z[x],
则 f(x)的牛顿多边形关于 p的线段向量系统,即为 g(x)和 h(x)的牛顿多边形关于 p的

线段向量系统的并集.

证 可见文 [4] 中的结论, 也可见文 [11] 中的 Dumas 定理.

引理 2.4 (见 [13]) 设 A(x1, y1) 和 B(x2, y2) 是平面上的两个整点, 则线段 AB 上

的整点个数为 d + 1, 其中 d = gcd(|x1 − x2|, |y1 − y2|). 特别地, 如果 d = 1, 那么除了
点 A 和 B 之外, 线段 AB 上没有其他整点.

证 可见文 [13] 中的引理 4.1.

引理 2.5 (见 [11]) 设多项式 f(x) = a0+a1x+ · · ·+anx
n ∈ Z[x] (an ̸= 0, n ⩾ 2).

若存在素数 p, 满足 p ∤ an−1, p | a0, a1, · · · , an−2, p2 ∤ a0, p ∤ (an−1 − b), 其中 b | a0an

p
,

则 f(x) 在有理数域 Q 上不可约.

3 主要 结果及其证明

定理 3.1 设 n, r 为正整数, ε1, ε2 ∈ {1,−1}, 当 r ⩾ 3 时, 三项整系数多项式

f(x) = xn + ε12
r−1xn−1 + ε22

r (3.1)

除

x2 ± 8x+ 16 = (x± 4)2, x3 ± 4x2 ∓ 8 = (x± 2)(x2 ± 2x− 4)

之外, f(x) 在有理数域 Q 上不可约.

证 当 n = 2 时, 多项式 (3.1) 在有理数域 Q 上可约的充要条件是 (2r−1)2 ± 4 · 2r−1

为完全平方数. 令 (2r−1)2 ± 4 · 2r−1 = t2, t ∈ Z, 则

(2r−1 ± 4 + t)(2r−1 ± 4− t) = 16,

解得唯一正整数解 r = 4, 于是 f(x) = x2 ± 8x + 16 = (x ± 4)2. 因此, 除此之外, 多项
式 f(x) 在有理数域 Q 上不可约.
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当 n = 3, 4时,设多项式 (3.1)在有理数域 Q上可约,且含有因子 x±a,其中 a ∈ Z,
则满足

an + ε12
r−1an−1 + ε22

r = 0,

于是 an−1 | 2r. 令 a = 2s, s ⩽ r, 可得方程

2sn + ε12
r−1+s(n−1) + ε22

r = 0. (3.2)

下面分 3 种情形讨论. 当 sn < r 时, 方程 (3.2) 化简为

1 + ε12
r−1−s + ε22

r−sn = 0,

则 r − sn = 1, r − 1− s = 0, 于是 n = 1, 矛盾. 当 sn = r 时, 方程 (3.2) 化简为

1 + ε12
s(n−1)−1 + ε2 = 0,

则此时有 s(n− 1)− 1 = 1, 所以 n = 3, s = 1, 从而 r = 3, 且

f(x) = x3 ± 4x2 ∓ 8 = (x± 2)(x2 ± 2x− 4).

当 sn > r 时, 方程 (3.2) 化简为

2sn−r + ε12
s(n−1)−1 + ε2 = 0,

则 sn − s = 1, s(n − 1) − 1 = 0, 于是 n = 2, s = 1, 同样出现矛盾. 因此, 除
f(x) = x3 ± 4x2 ∓ 8 之外, 多项式 (3.1) 在有理数域 Q 上不可约.
当 n = 4 时, 设多项式 (3.1) 在有理数域 Q 上可约, 且含有二次整系数因子, 则

f(x) 存在分解

f(x) = x4 + ε12
r−1x3 + ε22

r

= (x2 + bx+ c)(x2 + dx+ e)

= x4 + (d+ b)x3 + (e+ c+ bd)x2 + (be+ cd)x+ ce,

其中 b, c, d, e ∈ Z, 则可得方程组 

d+ b = ε12
r−1,

e+ c+ bd = 0,

be+ cd = 0,

ce = ε22
r.

(3.3)

由 (3.3) 的最后一式可令 c = ε12
λ, e = ε22

µ, 其中 λ, µ 为非负整数, 满足 λ+ µ = r, 且
不妨设 λ ⩾ µ. 代入 (3.3) 的第 3 式, 可得 ε22

µb+ ε12
λd = 0, 则 b = ε12

λ−µd. 于是, 由
(3.3) 的第 2 式, 可得

ε22
µ + ε12

λ + ε22
λ−µd2 = 0. (3.4)

若 λ > 2µ, 则由 (3.4), 可得

ε2 + ε12
λ−µ + ε22

λ−2µd2 = 0,
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则 λ− µ = 0, λ− 2µ = 1, 矛盾.
若 λ ⩽ 2µ, 则由 (3.4), 可得 ε22

2µ−λ + ε12
µ + ε2d

2 = 0. 由 λ ⩾ µ, 可得 2µ−λ ⩽ µ,
则

d2 = ε12
2µ−λ + ε22

µ = 22µ−λ(ε1 + ε22
λ−µ). (3.5)

下面分 2 种情况讨论方程 (3.5).
若 2µ− λ 为偶数, 则由 (3.5), 可得

ε1 + ε22
λ−µ = d21,

其中 d1 =
d

2(2µ−λ)/2 . 当 λ−µ = 0时,有 ε1+ε2 = d21, d1 = 0,则 d = b = 0,由 (3.3)的第一
式可得矛盾. 当 λ−µ = 1时, ε1 = −1, ε2 = 1, d1 = ±1,则 d = ε12

(2µ−λ)/2 = ε12
(µ−1)/2,

b = ε12
λ−µd = ε22

(µ+1)/2, 代入 (3.3) 的第一式, 可得

ε12
(µ−1)/2 + ε22

(µ+1)/2 = ε12
r−1 = ε12

2µ,

则有 ε1 +2ε2 = ε12
(3µ+1)/2, 矛盾. 当 λ−µ ⩾ 2 时, 由 Catalan 方程 xp − yq = 1 的正整

数解的结论,可得 λ−µ = 3, ε1 = ε2 = 1, d1 = ±3. 于是 d = 3ε12
(2µ−λ)/2 = 3ε12

(µ−3)/2,
b = ε12

λ−µd = 3ε22
(µ+3)/2, 代入 (3.3) 的第一式, 可得

3ε12
(µ−3)/2 + 3ε22

(µ+3)/2 = ε12
r−1 = ε12

2µ+2,

也可推出矛盾.
若 2µ− λ 为奇数, 则由 (3.5), 可得

ε1 + ε22
λ−µ = 2d21,

其中 d1 = d
2(2µ−λ−1)/2 . 由于 d1 = 0 将推出矛盾, 则 |d1| ⩾ 1, 于是 λ − µ = 0, 且

ε1 = ε2 = 1,则 d1 = ±1,于是 d = ε12
(2µ−λ−1)/2 = ε12

(µ−1)/2, b = ε22
λ−µd = ε22

(µ−1)/2,
代入 (3.3) 的第一式, 可得

ε12
(µ−1)/2 + ε22

(µ−1)/2 = ε12
r−1 = ε12

2µ−1,

则 µ = 1, λ = 1, 所以 r = 2, 矛盾.
以下设 n ⩾ 5. 因为多项式 (3.1) 对应的 2-牛顿多边形为由点 A(0, r) 和 B(n, 0) 构

成的线段, 线段 AB 的直线方程为 y = − r
n
x+ r, 此线段除端点 A, B 外, 由引理 2.4 可

得, 恰有 d− 1 个整数点将 AB 分成 d 条线段, 其中 d = gcd(r, n).
如果 f(x) = f1(x)f2(x), 其中 f1(x), f2(x) ∈ Z[x] 为首一多项式, 1 ⩽ deg(f1(x)),

deg(f2(x)) < n, 且 d = gcd(r, n), 则必有 d | gcd(deg(f1(x)), deg(f2(x))).
设

f1(x) = b0 + b1x+ · · ·+ xu, f2(x) = c0 + c1x+ · · ·+ xv,

其中 u = deg(f1(x)), v = deg(f2(x)), 则常数项满足 b0c0 = ±2r. 由引理 2.2, 令 δ = 3
4
,

则 f1(x) 的所有根 α1, α2, · · · , αu 均满足

|αi| ⩽
(

8

4× 3

4

) 1
n−1

=
(8
3

) 1
n−1

, 1 ⩽ i ⩽ u. (3.6)
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由 Vieta 定理及 (3.6), 可得

|b0| = |αi||α2| · · · |αu| ⩽
(8
3

) u
n−1

<
8

3
,

则 |b0| ⩽ 2, 又由于 b0 | 2r, 从而 |b0| = 1, 2.
当 |b0| = 1 时, 存在质数 2, 使得 f1(x) 的 2-牛顿多边形仅包含一条端点为 (0, 0)

与 (u, 0) 的线段, 其斜率为 0. 然而, 由引理 2.3–2.4 可得, f(x) 的 2-牛顿多边形的所
有线段都有斜率 − v2(2

r−1)
n

< 0, 其中 v2(2
r−1) 为 2r−1 的 2 进赋值, 且 2v2(2

r−1) | 2r−1,
2v2(2

r−1)+1 ∤ 2r−1. 故由引理 2.4 可得矛盾.
当 |b0| = 2 时, 则 d = r, 且 d | n. 设 n = ds = rs, 则 u = s, 且由 (3.6), 可得(8

3

) s
n−1

=
(8
3

) s
rs−1 ⩾ 2, (3.7)

因此

23s ⩾ 3s · 2rs−1,

故 r ⩽ 2, 矛盾.
因此, 定理 3.1 得证.

定理 3.2 设 n 为正整数, 且 n ⩾ 2, ε1, ε2 ∈ {−1, 1}, 则
(1) 多项式 g1(x) = xn + 4ε1x

n−1 + 9ε2 中, 除

x3 ± 4x2 ∓ 9 = (x± 3)(x2 ± x− 3)

之外, g1(x) 在有理数域 Q 上不可约.
(2) 多项式 g2(x) = xn + 2ε1x

n−1 + 3ε2 中, 除

xn + 2xn−1 − 3, xn − 2xn−1 − 3 (2 | n), xn − 2xn−1 + 3 (2 ∤ n)

之外, g2(x) 在有理数域 Q 上不可约.

证 (1) 当 n = 3 时, 设多项式 g1(x) = x3 + 4ε1x
2 + 9ε2 在有理数域 Q 上可约, 且

含有一次因子 x± a, 其中 a ∈ Z, 则有

g1(x) = (x± a)(x2 + bx+ c).

展开后比较系数, 可得 b± a = 4ε1, c± ab = 0, ±ac = 9ε2, 解得 a = 3, b = 1, c = 3, 即
g1(x) = x3 ± 4x2 ∓ 9 = (x± 3)(x2 + x− 3).
当 n 为偶数时，由引理 2.5 可得, 多项式 f(x) = xn +4ε1x

n−1 +9ε2 在有理数域 Q
上不可约.
当 n 为奇数且 n > 3 时, 设多项式 g(x) = xn + 4ε1x

n−1 + 9ε2 的 3-牛顿多边形为
折线段 ABC, 其中 A(0, 2), B(n− 1, 0), C(n, 0). 由于 g(x) 没有单整数根, 且 n− 1 为

偶数, 则可设 f(x) = f1(x)f2(x), 其中

deg(f1(x)) =
n− 1

2
, deg(f2(x)) =

n+ 1

2
,
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设 f1(x), f2(x) ∈ Z[x], 且 f1(x), f2(x) 为首一多项式, 常数项绝对值均为 3, 由引理 2.2,
令 δ = 5

8
, 从而

3 ⩽
(

9

4× 5

8

) n+1
2(n−1)

=
(18
5

) n+1
2n−2

, (3.8)

则 n ⩽ 4. 因此, 当 n ⩾ 5 时, 多项式 g(x) 在有理数域 Q 上不可约.
(2) 对于多项式 g2(x) = xn + 2ε1x

n−1 + 3ε2, xn + 2xn−1 − 3 含有因子 x− 1, 多项
式 xn − 2xn−1 − 3 (2 | n), xn − 2xn−1 + 3 (2 ∤ n) 含有因子 x+ 1, 因此它们在上有理数
域 Q 上均可约.
设 p 为素数且 p ∤ a, 多项式 f(x) = xn + ε1ax

n−1 + ε2p 的 p-牛顿多边形为折线段
ABC, 其中端点坐标为 A(0, 1), B(n − 1, 0), C(n, 0). 根据 Dumas 定理可知, 多项式
f(x) 或不可约, 或为一个一次式与一个不可约多项式之积. 因此, 多项式 xn − 2xn−1 +

3 (2 | n), xn − 2xn−1 − 3 (2 ∤ n), xn + 2xn−1 + 3 在有理数域 Q 上不可约.
因此, 定理 3.2 得证.
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Abstract Let n, c, d be positive integers, and n ⩾ 2, ε1, ε2 ∈ {−1, 1}. Using Rouché’s
theorem and the result on the segment vector system of the Newton polygon of an inte-
gral coefficient polynomial with respect to prime p, the authors study the irreducibility
for the polynomial xn ± cxn−1 ± d ∈ Z[x]. First, the authors study the irreducibility
for the polynomial f(x) = xn + ε12

r−1xn−1 + ε22
r, r ∈ N+. Second, the irreducibility

of g(x) = xn + 4ε1x
n−1 + 9ε2, xn + 2ε1x

n−1 + 3ε2 is studied.
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