
v + H % A ~
2019, 40(4):399–416

DOI: 10.16205/j.cnki.cama.2019.0030�$&��+ Calderón-Zygmund �6}�$&~{
�6} Sharp 	z����
∗8�91 7::1�) ��f2Æ6;ED�$PL= Calderón-Zygmund zml BMO ivg�6D�$>.�sm6 Sharp |+^�. s	AC, 4M�42;Q2D�$>.�smR!z�X Lebesgue ,	l!z�^v Lebesgue ,	
6G�$.��y D�$PL= Calderón-Zygmund zm, D�$>.�sm, BMO iv, Sharp |+iv
MR (2000) 5��� 42B20, 42B353���� O174.2!#w1� A!.v� 1000-8314(2019)04-0399-18

1 -�'OK<yLyln<kL�K<yLyl3�a5d1�L, �QF&C*VBJ�":, .

Alvarez k Milman[1−2]Z5:OK< Calderón-Zygmund yl5 Lebesgue +�F�#. �6�, Lin k Lu[3−4]ZD:OK< Calderón-Zygmund yl5 Sharp {*kA:℄�.

Grafakos, Kalton k Torres[5−7]��9FT:C�# Calderón-Zygmund yl3�.

Kenigk Stein[8] ~�:C�#Lu&yL. %�, Q� [9–14]aC�#Lu&yLvC�# Calderón-Zygmund K<yLf�5C�#�rl331aI, .
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400 v + H % A ~ 40 $�* 1.1 dF��#yl T : S → S ′. T 	��OK< Calderón-Zygmundyl, aAo8���:

(1) T n L2(Rn) b5F��#yl.

(2) (QB�� {(x, y) : x = y} \�8(5hu K(x, y), j3BEU 0 < δ 6 1 k
0 < α < 1, 0 2|y − z|α 6 |x− z| h, F

|K(x, y)−K(x, z)|+ |K(y, x)−K(z, x)| 6 C
|y − z|δ

|x− z|n+
δ
α

,Q0 f, g ∈ S ÆYZ[�h, F
〈Tf, g〉 =

∫ ∫
K(x, y)f(y)g(x)dydx.

(3) BEU n(1−α)
2 6 β < n

2 , T kJZuyl T ∗ ' Lq 1 L2 F�, Ja 1
q = 1

2 + β
n .
B�
1t:6�C�# Calderón-Zygmundyl5?;. d m ∈ N+ Q K(y0, y1,

· · · , ym) n?;Q (Rn)m+1 \ {y0 = y1 = · · · = ym} b5hu. T n?;Q y�ohu+�b5 m �#yl, j3Bjhu K, F
T (f1, · · · , fm)(x) =

∫

Rn

· · ·

∫

Rn

K(x, y1, · · · , ym)
m∏

j=1

fj(yj)dy1 · · · dym, (1.1)Ja x /∈
m⋂
j=1

suppfj Q fj = (j = 1, · · · ,m) n#F�[�5`phu.��9, � K n�j m �# Calderón-Zygmund j, aJAo_�#)��k`p��: BEU C > 0 k|F (y0, y1, · · · , ym) ∈ (Rn)m+1 \ {y0 = y1 = · · · = ym}, F
|K(y0, y1, · · · , ym)| 6

C
( m∑
k,l=0

|yk − yl|
)mn . (1.2)BEU ε > 0, 0 0 6 j 6 m Q |yj − y′j| 6

1
2 max
06k6m

|yj − yk|, F
|K(y0, · · · , yj , · · · , ym)−K(y0, · · · , y

′
j, · · · , ym)| 6

C|yj − y′j |
ε

( m∑
k,l=0

|yk − yl|
)mn+ε . (1.3)a T n?;!_ (1.1) 5 m �#yl, �_6U�j m �# Calderón-Zygmund j

K, QBV?5 1 6 t1, t2, · · · , tm, t < ∞, j3 1
t = 1

t1
+ 1

t2
+ · · · + 1

tm
, Ao_�9��\6:

(C1) T ' Lt1,1 × · · ·Ltm,1 1 Lt,∞ F�, 0 t > 1 h;

(C2) T ' Lt1,1 × · · ·Ltm,1 1 L1 F�, 0 t = 1 h,Ja Lt1,1, · · · , Ltm,1 k Lt,∞ n Lorentz +�, S� T n6U�j m �# Calderón-

Zygmund yl.�* 1.2 d T n?;!_ (1.1) 5 m�#yl, S� T n m �#OK< Calderón-

Zygmund yl, aAo_� 3 U��:
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(1) BEU ε > 0 k 0 < α 6 1, 0 | x− x′ |α 6 1
2 max
16j6m

| x− yj | h, F
| K(x, y1, · · · , ym)−K(x′, y1, · · · , ym) | 6

c| x− x′ |
ε

(| x− y1 | + · · ·+ | x− ym |)mn+
ε
α

. (1.4)

(2) BHV?5 1 6 r1, · · · , rm <∞, j3 1
r = 1

r1
+ · · ·+ 1

rm
, T ' Lr1 ×Lr2 · · · ×Lrm1 Lr,∞ F�.

(3) BHV?5 1 6 l1, · · · , lm < ∞, j3 1
l = 1

l1
+ · · · + 1

lm
, T ' Ll1 × Ll2 · · · × Llm1 Lq,∞ F�, Ja 0 < l

q 6 α.B�jC�# Calderón-ZygmundylIC�#OK< Calderón-Zygmundyl�"��, 3$_���.BH�sS. α = 1, �7k (1.4) Og�7k (1.3), )8Q?; 1.2 5�� (3) aU
lj = rj , j = 1, · · · ,m, Q q = l = r. %h?; 1.2 5�� (3) I�� (2) �Y6`, >%Q%S.�)8�JV;. D%&/, C�#OK< Calderón-Zygmund yln�j 5�a. %�, C�#OK< Calderón-Zygmund yl5j�%1!_ (1.2) 5#)��._d_h 0 < α < 15S!SuF�, ?; 1.2a5C�#OK< Calderón-ZygmundylQB��P�#F��jS!XO5K<#. >%, %1F*NXOK<#5�JG.�* 1.3 > T n m �#yl, ~f = (f1, · · · , fm), ~b = (b1, · · · , bm) n6q!�)yhu, SD T k ~b f�5 m �#=-�rl?;_�:

T∏~b(f1, · · · , fm) = [b1, [b2, · · · , [bm−1, [bm, T ]m]m−1 · · · ]2]1(~f).a T 5jhu� K, S)��
TΠ~b(f1, · · · , fm)(x)

=

∫

(Rn)m

m∏

j=1

(bj(x)− bj(yj))K(x, y1, · · · , ym)f1(y1) · · · fm(ym)dy1 · · · dym.�h, >
T jbj (

~f)(x) = bj(x)T (f1, · · · , fm)(x) − T (f1, · · · , fj−1, bjfj,fj+1, · · · , fm)(x).�* 1.4 Hardy-Littlewood {*yl M ?;�
M(f)(x) = sup

B∋x

1

| B |

∫

B

| f(y) |dy,JabZ��U�g x 5T�. ?;yl Ms(f) =M(| f |
s
)

1
s , 0 < s <∞.

Sharp {*yl?;�
M ♯(f)(x) = sup

B∋x

1

| B |

∫

B

| f(y)− fB |dy ∼ sup
B∋x

inf
a∈C

1

| B |

∫

B

| f(y)− a |dx.� M ♯
s(f) =M ♯(| f |

s
)

1
s , 0 < s <∞.



402 v + H % A ~ 40 $�* 1.5 >YXu j k m Ao 1 6 j 6 m, Cmj � {1, · · · ,m} a j U��Jx[�5F�l� ψ = {ψ(1), · · · , ψ(j)} 5Y�. a k < l, S ψ(k) < ψ(l). B℄9 ψ ∈ Cmj , >
ψ′ = {1, · · · ,m}\ψ n ψ 5o�'<. ��9, Cm0 = ∅. B℄9 m d5 ~b k ψ ∈ Cmj , j d
~bψ = (~bψ(1), · · · ,~bψ(j)) n ~b = (b1, · · · , bm) 5F�l�.> T n m �#yl, ψ ∈ Cmj , ~bψ = (~bψ(1), · · · ,~bψ(j)), S=-�rl?;�

TΠ~bψ(f1, · · · , fm) = [bψ(1), [bψ(2), · · · , [bψ(j−1), [bψ(j), T ]ψ(j)]ψ(j−1) · · · ]ψ(2)]ψ(1)(~f).3)�l�
TΠ~bψ(f1, · · · , fm)(x)

=

∫

(Rn)m

j∏

i=1

(bψ(i)(x) − bψ(i)(yψ(i)))K(x, y1, · · · , ym)f1(y1) · · · fm(ym)d~y,Ja d~y = dy1 · · · dym. �[, 0 ψ = {1, 2, · · · ,m} h, T∏~bψ
= T∏~b. 0 ψ = {j} h,

T∏~bψ
= T jbj .�* 1.6 d p(·) : Rn → [1,∞) n)�hu. Æ℄u Lebesgue +� Lp(·)(Rn) ?;�

Lp(·)(Rn) =
{
f : ∃λ > 0,

∫

Rn

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx <∞

}
.

Lp(·)(Rn) QHu
‖f‖Lp(·)(Rn) = inf

{
λ > 0 :

∫

Rn

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx 6 1

}9;�n6U Banach +�. d P(Rn) n)�hu p(·) 5�m, Ja p(·) : Rn → [1,∞) Ao
1 < p− := essinf

x∈Rn
p(x), p+ := esssup

x∈Rn

p(x) <∞.?; B(Rn) n Hardy-Littlewood{*yl M Q Lp(·)(Rn) bF�5 p(·) ∈ P(Rn) 5Y�.

2 4(Æ�%�L�V$
�5e1��.�� 2.1 d T �?; 1.2 a5 m �#OK< Calderón-Zygmund yl, Q�� (3)a 0 < l
q < α. d s0 = max {r1, · · · , rm, l1, · · · , lm}, Ja rj k lj ,j = 1, · · · ,m, !_?;

1.2. a ~b ∈ BMOm, 0 < δ < 1
m , δ < ε <∞ Q s0 < s <∞, SF

M ♯
δ (TΠ~b(

~f))(x) 6 C

m∏

j=1

‖bj‖BMO

( m∏

k=1

Ms(fk)(x) +Mε(T (~f))(x)
)

+ C

m−1∑

j=1

∑

ψ∈Cmj

j∏

i=1

‖bψ(i)‖BMOMε(TΠ~bψ′

(~f)(x)),B℄9 m d#F�[�5F�)�hu ~f = (f1, · · · , fm) �5.



4 I =�. ftt D�$>.�sm6 Sharp |+^� 403�� 2.2 d T �?; 1.2 a5 m �#OK< Calderón-Zygmund yl, Q�� (3)a 0 < l
q < α. d s0 = max {r1, · · · , rm, l1, · · · , lm}, Ja rj k lj , j = 1, · · · ,m, !_?;

1.2. a ~b ∈ BMOm, SBH℄95 s0 < p1, · · · , pm < ∞, j3 1
p = 1

p1
+ · · ·+ 1

pm
, TΠ~b n' Lp1(w1)× · · · × Lpm(wm) 1 Lp(w) F�5, Ja

(w1, · · · , wm) ∈ (Ap1/s0 , · · · , Apm/s0), w =

m∏

j=1

w
p
pj

j .�� 2.3 d p(·), p1(·), · · · , pm(·) ∈ B(Rn) Ao 1
p(·) = 1

p1(·)
+ · · · + 1

pm(·) . �U?3 3.10 V?I pj(·) B�5 qj0, j = 1, · · · ,m. d T �?; 1.2 a5 m �#OK<
Calderón-Zygmund yl, Q�� (3) a 0 < l

q < α. d s0 = max {r1, · · · , rm, l1, · · · , lm},Ja rj k lj , j = 1, · · · ,m, !_?; 1.2. a s0 < min
16j6m

qj0 Q ~b ∈ BMOm, S TΠ~b n'
Lp1(·)(Rn)× · · · × Lpm(·)(Rn) 1 Lp(·)(Rn) F�5.

3 -��QV$e1�d5ZD\N, 
B%16�?3.,� 3.1 [4] d f ∈ BMO(Rn), 1 6 p <∞, r1 > 0, r2 > 0 Q x ∈ R
n, S

( 1

|B(x, r1)|

∫

B(x,r1)

|f(y)− fB(x,r2)|
pdy

) 1
p

6 C
(
1 +

∣∣∣lnr1
r2

∣∣∣
)
‖f‖BMO,Ja C nI f , x, r1 k r2 Æ_5Y�u.,� 3.2 [17−18] d 0 < p < q <∞, S(Q�u C = Cp,q > 0, j3B℄95)�hu

f, F
|Q|−

1
p ‖ f ‖Lp(Q)6 C|Q|−

1
q ‖ f ‖Lq,∞(Q) .,� 3.3 [19] d (w1, · · · , wm) ∈ (Ap1 , · · · , Apm), Q 1 6 p1, · · · , pm < ∞, 0 <

θ1, · · · , θm < 1 Ao θ1 + · · ·+ θm = 1, S wθ11 · · ·wθmm ∈ Amax{p1,··· ,pm}.,� 3.4 [18] d 0 < p, δ <∞ Q w ∈ A∞. (Q70H w 5 A∞ �u5Yu C, j3∫

Rn

[Mδ(f)(x)]
pw(x)dx 6 C

∫

Rn

[M ♯
δ(f)(x)]

pw(x)dx,BH℄9j3bkr�F�5hu f �5.,� 3.5 [20] d s = max {r1, · · · , rm, l1, · · · , lm}, Ja rj k lj , j = 1, · · · ,m, !_?; 1.2, T n m �#OK< Calderón-Zygmund yl. a 0 < δ < 1
m , S

M ♯
δ (T (

~f))(x) 6 C

m∏

j=1

Ms(fj)(x),BH|F#F�[�5 m dF�hu, ~f = (f1, · · · , fm) �5.



404 v + H % A ~ 40 $,� 3.6 [21] d T �?; 1.2 a5 m �#OK< Calderón-Zygmund yl, Q��
(3) a 0 < l

q < α. d s0 = max {r1, · · · , rm, l1, · · · , lm}, Ja rj k lj , j = 1, · · · ,m, !_?; 1.2. a bj ∈ BMO, j = 1, · · · ,m, 0 < δ < 1
m Q δ < t <∞, s0 < s <∞, SF

M ♯
δ (T

j
bj
(~f))(x) 6 C‖bj‖BMO

(
Mt(T (~f))(x) +

m∏

i=1

Ms(fi)(x)
)
,BH|F#F�[�5 m dF�hu, ~f = (f1, · · · , fm) �5.bt�d)8'� [21, ?3 2.1] 5ZDa31.,� 3.7 [22] d p(·) ∈ P(Rn), S�C 4 U��7�:

(1) p(·) ∈ B(Rn);

(2) p′(·) ∈ B(Rn);

(3) BEU 1 < p0 < p−,
p(·)
p0

∈ B(Rn);

(4) BEU 1 < p0 < p−,
(p(·)
p0

)′
∈ B(Rn).,� 3.8 [23] V6pF')�hu F , BEU 0 < p0 < ∞, B℄9 (f, g) ∈ F k℄9

w ∈ A1, F ∫

Rn

|f(x)|p0w(x)dx 6 C0

∫

Rn

|g(x)|p0w(x)dx.d p(·) ∈ P(Rn) Ao p0 6 p−, a (p(·)
p0

)′
∈ B(Rn), S(Q�u C > 0, j3BH℄95

(f, g) ∈ F , F ‖f‖Lp(·)(Rn) 6 C‖g‖Lp(·)(Rn).,� 3.9 [12] d p(·), p1(·), · · · , pm(·) ∈ P(Rn) Ao 1
p(x) =

1
p1(x)

+ · · ·+ 1
pm(x) . BH℄95 fj ∈ Lpj(·)(Rn), j = 1, · · · ,m, F

∥∥∥
m∏

j=1

fj

∥∥∥
Lp(·)(Rn)

6 2m−1
m∏

j=1

‖fj‖Lpj(·)(Rn).,� 3.10 [22] d p(·) ∈ P(Rn). M Q Lp(·)(Rn) bF�, 0Q�0(Q 1 < q0 < ∞,j3 Mq0 Q Lp(·)(Rn) bF�, Ja Mq0(f) = [M(|f |q0)]
1
q0 .

4 ��0��QG\ZD
B5e1�d.�� 2.1 |/� �:
qZDe", _'? m = 2 5S., mib, J}S.F1w5ZDe".d f1, f2 n#F�[�5)�hu, b1, b2 ∈ BMO, SBH℄9�g x 58
x0 �a�, rB > 0 ���5T B(x0, rB), F

TΠ~b(
~f)(x) = (b1(x) − λ1)(b2(x)− λ2)T (f1, f2)(x) − (b1(x) − λ1)

× T (f1, (b2 − λ2)f2)(x)− (b2(x) − λ2)T ((b1 − λ1)f1, f2)(x)
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+ T ((b1 − λ1)f1, (b2 − λ2)f2)(x)

= −(b1(x)− λ1)(b2(x) − λ2)T (f1, f2)(x) + (b1(x)− λ1)

× T 2
b2−λ2

(f1, f2)(x) + (b2(x)− λ2)T
1
b1−λ1

(f1, f2)(x)

+ T ((b1 − λ1)f1, (b2 − λ2)f2)(x),Ja λj =
1
|B|

∫
B bj(x)dx, j = 1, 2. �CL�'?9
S..�� 1 rB > 1.d C0 �/?5�u. B 0 < δ < 1

2 , F
( 1

|B|

∫

B

||TΠ~b(
~f)(z)|δ − |C0|

δ|dz
) 1
δ

6

( 1

|B|

∫

B

|TΠ~b(
~f)(z)− C0|

δdz
) 1
δ

6 C
( 1

|B|

∫

B

|(b1(z)− λ1)(b2(z)− λ2)T (f1, f2)(z)|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|(b1(z)− λ1)T
2
b2−λ2

(f1, f2)(z)|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|(b2(z)− λ2)T
1
b1−λ1

(f1, f2)(z)|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f1, (b2 − λ2)f2)(z)− C0|
δdz

) 1
δ

:= I + II + III + IV.DH 0 < δ < 1
2 Q 0 < δ < ε < ∞, S(Q v, Ao 1 < v < min

{
ε
δ ,

1
1−δ

}
, Hn vδ < εQ v′δ > 1. )U q1, q2 ∈ (1,∞), Ao 1

q1
+ 1

q2
= 1

v′ , SF 1
q1

+ 1
q2

+ 1
v = 1 k q1δ > 1,

q2δ > 1.W" Hölder �7k, F
I 6 C

( 1

|B|

∫

B

|b1(z)− λ1|
δq1dz

) 1
δq1

( 1

|B|

∫

B

|b2(z)− λ2|
δq2dz

) 1
δq2

×
( 1

|B|

∫

B

|T (f1, f2)(z)|
δvdz

) 1
δv

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMδv(T (f1, f2))(x)

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMε(T (f1, f2))(x).D Hölder �7k, F
II 6 C

( 1

|B|

∫

B

|b1(z)− λ1|
δv′dz

) 1
δv′

( 1

|B|

∫

B

|T 2
b2−λ2

(f1, f2)(z)|
δvdz

) 1
δv

6 C‖b1‖BMOMδv(T
2
b2−λ2

(f1, f2))(x)

6 C‖b1‖BMOMε(T
2
b2−λ2

(f1, f2))(x)

= C‖b1‖BMOMε(T
2
b2(f1, f2))(x).
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III 6 C‖b2‖BMOMε(T
1
b1(f1, f2))(x).��/, L� IV. �

f1 = f1χ2B + f1χ(2B)c := f1
1 + f2

1 , f2 = f2χ2B + f2χ(2B)c := f1
2 + f2

2 .U
C0 = T ((b1 − λ1)f

1
1 , (b2 − λ2)f

2
2 )(x0) + T ((b1 − λ1)f

2
1 , (b2 − λ2)f

1
2 )(x0)

+ T ((b1 − λ1)f
2
1 , (b2 − λ2)f

2
2 )(x0) := C1 +C2 +C3,SF

IV 6 C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f
1
1 , (b2 − λ2)f

1
2 )(z)|

δdz
) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f
1
1 , (b2 − λ2)f

2
2 )(z)− C1|

δdz
) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f
2
1 , (b2 − λ2)f

1
2 )(z)− C2|

δdz
) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f
2
1 , (b2 − λ2)f

2
2 )(z)− C3|

δdz
) 1
δ

:= IV1 + IV2 + IV3 + IV4.> t = s
s0
. DH s0 < s <∞, S 1 < t <∞ Q rit 6 s, i = 1, 2. D 0 < δ < r <∞ k?3 3.2, F

IV1 6 C|B|−
1
r ‖T ((b1 − λ1)f

1
1 , (b2 − λ2)f

1
2 )‖Lr,∞(B)

6 C
( 1

|2B|

∫

2B

|b1(y1)− λ1|
r1 |f1(y1)|

r1dy1

) 1
r1

×
( 1

|2B|

∫

2B

|b2(y2)− λ2|
r2 |f2(y2)|

r2dy2

) 1
r2

6 C
( 1

|2B|

∫

2B

|b1(y1)− λ1|
r1t

′

dy1

) 1
r1t

′

( 1

|2B|

∫

2B

|f1(y1)|
r1tdy1

) 1
r1t

×
( 1

|2B|

∫

2B

|b2(y2)− λ2|
r2t

′

dy2

) 1
r2t

′

( 1

|2B|

∫

2B

|f2(y2)|
r2tdy2

) 1
r2t

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMO

( 1

|2B|

∫

2B

|f1(y1)|
sdy1

) 1
s
( 1

|2B|

∫

2B

|f2(y2)|
sdy2

) 1
s

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).B z ∈ B k y2 ∈ (2B)c, F |z − x0| 6 rαB 6 rB 6
1
2 |y2 − x0|. W" Hölder �7kk?3 3.1, F

IV2 6 C
1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f
1
1 , (b2 − λ2)f

2
2 )(z)− T ((b1 − λ1)f

1
1 , (b2 − λ2)f

2
2 )(x0)|dz

6 C
1

|B|

∫

B

∫

2B

∫

(2B)c

|z − x0|
ε

(|x0 − y1|+ |x0 − y2|)2n+
ε
α

|b1(y1)− λ1||b2(y2)− λ2|
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× |f1(y1)||f2(y2)|dy2dy1dz

6 CrεB

(∫

2B

|b1(y1)− λ1||f1(y1)|dy1

)

×
( ∫

(2B)c

1

|x0 − y2|2n+
ε
α

|b2(y2)− λ2||f2(y2)|dy2

)

6 CrεB |B|‖b1‖BMOMs(f1)(x)r
−n− ε

α

B

×

∞∑

k=1

2−k(n+
ε
α
) 1

|2k+1B|

∫

2k+1B

|b2(y2)− λ2||f2(y2)|dy2

6 CrεB |B|‖b1‖BMOMs(f1)(x)r
−n− ε

α

B

∞∑

k=1

2−k(n+
ε
α
)

×
( 1

|2k+1B|

∫

2k+1B

|b2(y2)− λ2|
s′
dy2

) 1
s′
( 1

|2k+1B|

∫

2k+1B

|f2(y2)|
sdy2

) 1
s

6 CrεB |B|‖b1‖BMOMs(f1)(x)r
−n− ε

α

B ‖b2‖BMOMs(f2)(x)

∞∑

k=1

k2−k(n+
ε
α
)

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).1w9, B z ∈ B k y1 ∈ (2B)c, F
|z − x0|

α
6 rαB 6 rB 6

1

2
|y1 − x0|.W" Hölder �7kk?3 3.1, F

IV3 6 C
1

|B|

∫

B

∫

2B

∫

(2B)c

|z − x0|
ε

(|x0 − y1|+ |x0 − y2|)2n+
ε
α

|b1(y1)− λ1||b2(y2)− λ2|

× |f1(y1)||f2(y2)|dy1dy2dz

6 CrεB |B|
( 1

|2B|

∫

2B

|b2(y2)− λ2|
s′
dy2

) 1
s′
( 1

|2B|

∫

2B

|f2(y2)|
sdy2

) 1
s

×

∞∑

k=1

∫

2k+1B\2kB

|b1(y1)− λ1||f1(y1)|

|x0 − y1|2n+
ε
α

dy1

6 CrεB |B|‖b2‖BMOMs(f2)(x)r
−n− ε

α

B

×
∞∑

k=1

2−k(n+
ε
α
) 1

|2k+1B|

∫

2k+1B

|b1(y1)− λ1||f1(y1)|dy1

6 CrεB |B|‖b2‖BMOMs(f2)(x)r
−n− ε

α

B ‖b1‖BMOMs(f1)(x)

∞∑

k=1

k2−k(n+
ε
α
)

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).B z ∈ B k y1, y1 ∈ (2B)c, F |z − x0|
α
6

1
2 |y1 − x0| k |z − x0|

α
6

1
2 |y2 − x0|. W"

Hölder �7kk?3 3.1, F
IV4 6 C

1

|B|

∫

B

∫

(2B)c

∫

(2B)c

|z − x0|
ε

(|x0 − y1|+ |x0 − y2|)2n+
ε
α

|b1(y1)− λ1||b2(y2)− λ2|

× |f1(y1)||f2(y2)|dy1dy2dz
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6 CrεB

( ∫

(2B)c

|b1(y1)− λ1||f1(y1)|

|x0 − y1|n+
ε
2α

dy1

)(∫

(2B)c

|b2(y2)− λ2||f2(y2)|

|x0 − y2|n+
ε
2α

dy2

)

6 CrεBr
− ε

2α

B r
− ε

2α

B

∞∑

k1=1

2−k1
ε
2α

( 1

|2k1+1B|

∫

2k1+1B

|b1(y1)− λ1|
s′
dy1

) 1
s′

×
( 1

|2k1+1B|

∫

2k1+1B

|f1(y1)|
sdy1

) 1
s

×
∞∑

k2=1

2−k2
ε
2α

( 1

|2k2+1B|

∫

2k2+1B

|b2(y2)− λ2|
s′dy2

) 1
s′

×
( 1

|2k2+1B|

∫

2k2+1B

|f2(y2)|
sdy2

) 1
s

6 CrεBr
− ε

2α

B r
− ε

2α

B ‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x)

×
( ∞∑

k1=1

k12
−k1

ε
2α

)( ∞∑

k2=1

k22
−k2

ε
2α

)

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).�� 2 0 < rB < 1.DH 0 < l
q < α, (Q θ, Ao l

q < θ < α. ?; B̃ = B(x0, r
θ
B). �

f1 = f1χ2B̃ + f1χ(2B̃)c := f̃1
1 + f̃2

1 , f2 = f2χ2B̃ + f2χ(2B̃)c := f̃1
2 + f̃2

2 ,SF
( 1

|B|

∫

B

||TΠ~b(
~f)(z)|δ − |C̃0|

δ|dz
) 1
δ

6 C
( 1

|B|

∫

B

|(b1(z)− λ1)(b2(z)− λ2)T (f1, f2)(z)|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|(b1(z)− λ1)T
2
b2−λ2

(f1, f2)(z)|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|(b2(z)− λ2)T
1
b1−λ1

(f1, f2)(z)|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f1, (b2 − λ2)f2)(z)− C̃0|
δdz

) 1
δ

:= Ĩ + ĨI + ĨII + ĨV,Ja C̃0 /?.I I, II, III 5℄�60, F
Ĩ 6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMε(T (f1, f2))(x),

ĨI 6 C‖b1‖BMOMε(T
2
b2(f1, f2))(x),

ĨII 6 C‖b2‖BMOMε(T
1
b1(f1, f2))(x).��/, L� ĨV.
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C̃0 = T ((b1 − λ1)f̃

1
1 , (b2 − λ2)f̃

2
2 )(x0) + T ((b1 − λ1)f̃

2
1 , (b2 − λ2)f̃

1
2 )(x0)

+ T ((b1 − λ1)f̃
2
1 , (b2 − λ2)f̃

2
2 )(x0)

:= C̃1 + C̃2 + C̃3,SF
ĨV 6 C

( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f̃1
1 , (b2 − λ2)f̃1

2 )(z)|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f̃1
1 , (b2 − λ2)f̃2

2 )(z)− C̃1|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f̃2
1 , (b2 − λ2)f̃1

2 )(z)− C̃2|
δdz

) 1
δ

+ C
( 1

|B|

∫

B

|T ((b1 − λ1)f̃2
1 , (b2 − λ2)f̃2

2 )(z)− C̃3|
δdz

) 1
δ

:= ĨV1 + ĨV2 + ĨV3 + ĨV4.DH s0 < s <∞, > t = s
s0
, > 1 < t <∞. �

ε1 =
n

2

(θ
l
−

1

q

)
,S ε1 > 0. h91 0 < δ < q < ∞, W" Hölder �7k�?; 1.2 5�� (3)�?3 3.1 k?3 3.2, )3

ĨV1 6 C|B|−
1
q ‖T ((b1 − λ1)f̃1

1 , (b2 − λ2)f̃1
2 )‖Lq,∞(B)

6 C|B|−
1
q |B̃|

1
l

( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|b1(y1)− λ1|
l1 |f1(y1)|

l1dy1

) 1
l1

×
( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|b2(y2)− λ2|
l2 |f2(y2)|

l2dy2

) 1
l2

6 Cr
n( θ

l
− 1
q
)

B

( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|b1(y1)− λ1|
l1t

′

dy1

) 1
l1t

′

( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|f1(y1)|
l1tdy1

) 1
l1t

×
( 1

|2B|

∫

2B̃

|b2(y2)− λ2|
l2t

′

dy2

) 1
l2t

′

( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|f2(y2)|
l2tdy2

) 1
l2t

6 Cr
n( θ

l
− 1
q
)

B

(
1 +

∣∣∣ ln 2rθB
rB

∣∣∣
)
‖b1‖BMOMl1t(f1)(x)

×
(
1 +

∣∣∣ ln 2rθB
rB

∣∣∣
)
‖b2‖BMOMl2t(f2)(x)

6 Cr
n( θ

l
− 1
q
)−2ε1

B ‖b1‖BMO‖b2‖BMOMl1t(f1)(x)Ml2t(f2)(x)

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).B z ∈ B k y2 ∈ (2B̃)c, F
|z − x0|

α
6 rαB 6 rθB 6

1

2
|y2 − x0|.
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2 (ε−

θε
α ), S ε2 > 0. W" Hölder �7kk?3 3.1, F

ĨV2 6 C
1

|B|

∫

B

∫

2B̃

∫

(2B̃)c

|z − x0|
ε

(|x0 − y1|+ |x0 − y2|)2n+
ε
α

|b1(y1)− λ1||b2(y2)− λ2|

× |f1(y1)||f2(y2)|dy2dy1dz

6 CrεB

(∫

2B̃

|b1(y1)− λ1||f1(y1)|dy1

)

×
(∫

(2B̃)c

1

|x0 − y2|2n+
ε
α

|b2(y2)− λ2||f2(y2)|dy2

)

6 CrεB |2B̃|
( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|b1(y1)− λ1|
s′dy1

) 1
s′
( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|f1(y1)|
sdy1

) 1
s

×

∞∑

k=1

∫

2k+1B̃\2kB̃

|b2(y2)− λ2||f2(y2)|

|x0 − y2|2n+
ε
α

dy2

6 Crε+nθB

(
1 +

∣∣∣ ln 2rθB
rB

∣∣∣
)
‖b1‖BMOMs(f1)(x)r

−θ(n+ ε
α
)

B

×
∞∑

k=1

2−k(n+
ε
α
)
( 1

|2k+1B̃|

∫

2k+1B̃

|b2(y2)− λ2|
s′dy2

) 1
s′

×
( 1

|2k+1B̃|

∫

2k+1B̃

|f2(y2)|
sdy2

) 1
s

6 Cr
ε− θε

α
−ε2

B ‖b2‖BMOMs(f2)(x)
(
1 +

∣∣∣ ln 2rθB
rB

∣∣∣
)
‖b1‖BMOMs(f1)(x)

∞∑

k=1

k2−k(n+
ε
α
)

6 Cr
ε− θε

α
−2ε2

B ‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x)

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).1w9, B z ∈ B k y1 ∈ (2B̃)c, F |z − x0|
α
6 rαB 6 rθB 6

1
2 |y1 − x0|. W" Hölder �7kk?3 3.1, F

ĨV3 6 CrεB

(∫

2B̃

|b2(y2)− λ2||f2(y2)|dy2

)

×
(∫

(2B̃)c

1

|x0 − y1|2n+
ε
α

|b1(y1)− λ1||f1(y1)|dy1

)

6 CrεB |B̃|
( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|b2(y2)− λ2|
s′dy2

) 1
s′
( 1

|2B̃|

∫

2B̃

|f2(y2)|
sdy2

) 1
s

×

∞∑

k=1

∫

2k+1B̃\2kB̃

|b1(y1)− λ1||f1(y1)|

|x0 − y1|2n+
ε
α

dy1

6 Crε+nθB

(
1 +

∣∣∣ ln 2rθB
rB

∣∣∣
)
‖b2‖BMOMs(f2)(x)r

−θ(n+ ε
α
)

B

∞∑

k=1

2−k(n+
ε
α
)

×
( 1

|2k+1B̃|

∫

2k+1B̃

|b1(y1)− λ1|
s′
dy1

) 1
s′
( 1

|2k+1B̃|

∫

2k+1B̃

|f1(y1)|
sdy1

) 1
s
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6 Cr
ε− θε

α
−ε2

B ‖b2‖BMOMs(f2)(x)
(
1 +

∣∣∣ ln 2rθB
rB

∣∣∣
)
‖b1‖BMOMs(f1)(x)

∞∑

k=1

k2−k(n+
ε
α
)

6 Cr
ε− θε

α
−2ε2

B ‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x)

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).B z ∈ B k y1, y2 ∈ (2B̃)c, F |z − x0|
α
6

1
2 |y1 − x0| k |z − x0|

α
6

1
2 |y2 − x0|. W"

Hölder �7kk?3 3.1, F
ĨV4 6 C

1

|B|

∫

B

∫

(2B̃)c

∫

(2B̃)c

|z − x0|
ε

(|x0 − y1|+ |x0 − y2|)2n+
ε
α

|b1(y1)− λ1||b2(y2)− λ2|

× |f1(y1)||f2(y2)|dy1dy2dz

6 CrεB

( ∞∑

k1=1

∫

2k1+1B̃\2k1 B̃

|b1(y1)− λ1||f1(y1)|

|x0 − y1|n+
ε
2α

dy1

)

×
( ∞∑

k2=1

∫

2k2+1B̃\2k2 B̃

|b2(y2)− λ2||f2(y2)|

|x0 − y2|n+
ε
2α

dy2

)

6 Cr
ε− θε

α

B

(
1 +

∣∣∣ ln 2rθB
rB

∣∣∣
)
‖b1‖BMOMs(f1)(x)

(
1 +

∣∣∣ ln 2rθB
rB

∣∣∣
)
‖b2‖BMOMs(f2)(x)

×
( ∞∑

k1=1

k12
−k1

ε
2α

)( ∞∑

k2=1

k22
−k2

ε
2α

)

6 Cr
ε− θε

α
−2ε2

B ‖b2‖BMOMs(f2)(x)‖b1‖BMOMs(f1)(x)

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).>%,

ĨV 6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMOMs(f1)(x)Ms(f2)(x).�mbt9
S., F
M ♯
δ (TΠ~b(

~f))(x) =M ♯(|TΠ~b(
~f)|δ)

1
δ (x)

∼ sup
B∋x

inf
a∈C

( 1

|B|

∫

B

||TΠ~b(
~f)(z)|δ − a|dz

) 1
δ

6 C‖b1‖BMO‖b2‖BMO(Ms(f1)(x)Ms(f2)(x) +Mε(T (f1, f2))(x))

+ C(‖b1‖BMOMε(T
2
b2(f1, f2))(x) + ‖b2‖BMOMε(T

1
b1(f1, f2))(x)),'E��?3 2.1 5ZD.�� 2.2 |/� W"?3 3.3, F w ∈ Amax{

p1
s0
,··· , pm

s0
} ⊂ A∞. )U δ, ε1, ε2, · · · , εmAo 0 < δ < ε1 < ε2 < · · · < εm < 1

m , SW"?3 3.4 k?3 3.5, F
‖Mεj (T (

~f))‖Lp(w) 6 C‖M ♯
εj (T (

~f))‖Lp(w) 6 C
∥∥∥
m∏

i=1

Ms0(fi)
∥∥∥
Lp(w)

, j = 1, · · · ,m.



412 v + H % A ~ 40 $BH|F5 i = 1, · · · ,m, DH wi ∈ A pi
s0

, S(Q ti, j3 1 < ti <
pi
s0
, Q wi ∈ Ati . DH s0 <

pi
ti
, S(Q si, Ao s0 < si <

pi
ti
< pi. > s = min

16i6m
si, SF s0 < s < pi. DH

ti <
pi
si

6
pi
s , SF wi ∈ Ati ⊂ A pi

s
, i = 1, · · · ,m.W"?3 2.1, F

‖M ♯
δ(TΠ~b(

~f))‖Lp(w)

6 C

m∏

j=1

‖bj‖BMO

(∥∥∥
m∏

k=1

Ms(fk)
∥∥∥
Lp(w)

+ ‖Mε1(T (
~f))‖Lp(w)

)

+ C

m−1∑

j=1

∑

ψ∈Cmj

j∏

i=1

‖bψ(i)‖BMO‖Mε1(TΠ~bψ′

(~f))‖Lp(w)

6 C
m∏

j=1

‖bj‖BMO

(∥∥∥
m∏

k=1

Ms(fk)
∥∥∥
Lp(w)

+ ‖Mε1(T (
~f))‖Lp(w)

)

+ C

m−1∑

j=1

∑

ψ∈Cmj

j∏

i=1

‖bψ(i)‖BMO‖M
♯
ε1(TΠ~bψ′

(~f))‖Lp(w).�:�8�rla BMO hu5
u, B ‖M ♯
ε1(TΠ~bψ′

(~f))‖Lp(w) P&�B?3 2.1.W"?; 1.5, ψ = {ψ(1), · · · , ψ(j)} k ψ′ = {ψ(j + 1), · · · , ψ(m)}, Ah = {ψ1 : ψ1 ⊂

ψ′}, Ja ψ1 n ψ′ aD��Jxq�5℄9F�l�, ψ′
1 = ψ′ − ψ1. W"?3 2.1, F

‖M ♯
ε1(TΠ~bψ′

(~f))‖Lp(w)

6 C

m∏

k=j+1

‖bψ(k)‖BMO

(∥∥∥
m∏

l=1

Ms(fl)
∥∥∥
Lp(w)

+ ‖Mε2(T (
~f))‖Lp(w)

)

+ C

m−j−1∑

h=1

∑

ψ1∈Bh

h∏

i=1

‖bψ1(i)‖BMO‖Mε2(TΠ~bψ′

1

(~f))‖Lp(w).�btYk-` ‖M ♯
δ(TΠ~b(

~f))‖Lp(w) )8�8 BMO hu5
�.dObte"�NB?3 3.6, )3
‖M ♯

δ(TΠ~b(
~f))‖Lp(w)

6 C

m∏

j=1

‖bj‖BMO

(
Bm+1(m,n)

∥∥∥
m∏

k=1

Ms(fk)
∥∥∥
Lp(w)

+B1(m,n)‖Mε1(T (
~f))‖Lp(w) +B2(m,n)‖Mε2(T (

~f))‖Lp(w)

+ · · ·+Bm(m,n)‖Mεm(T (
~f))‖Lp(w)

)
,Ja B1(m,n), B2(m,n), · · · , Bm+1(m,n)nI mk nF_5F�iu. [nW"?3 3.4k?3 3.5, F

‖TΠ~b(
~f)‖Lp(w) 6 ‖Mδ(TΠ~b(

~f))‖Lp(w) 6 C‖M ♯
δ(TΠ~b(

~f))‖Lp(w)
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6 C
m∏

j=1

‖bj‖BMO

(
Bm+1(m,n)

∥∥∥
m∏

k=1

Ms(fk)
∥∥∥
Lp(w)

+B1(m,n)‖Mε1(T (
~f))‖Lp(w) +B2(m,n)‖Mε2(T (

~f))‖Lp(w)

+ · · ·+Bm(m,n)‖Mεm(T (
~f))‖Lp(w)

)

6 C

m∏

j=1

‖bj‖BMO

(
Bm+1(m,n)

∥∥∥
m∏

k=1

Ms(fk)
∥∥∥
Lp(w)

+Bm+2(m,n)
∥∥∥

m∏

j=1

Ms0(fj)
∥∥∥
Lp(w)

)

6 C

m∏

j=1

‖bj‖BMO

∥∥∥
m∏

j=1

Ms(fj)
∥∥∥
Lp(w)

6 C
m∏

j=1

‖bj‖BMO

m∏

j=1

‖Ms(fj)‖Lpj (wj)

= C
m∏

j=1

‖bj‖BMO

m∏

j=1

‖M(|fj|
s)‖

1
s

L
pj
s (wj)

6 C

m∏

j=1

‖bj‖BMO

m∏

j=1

‖|fj|
s‖

1
s

L
pj
s (wj)

= C

m∏

j=1

‖bj‖BMO

m∏

j=1

‖fj‖Lpj (wj),'E��?3 2.2 5ZD.�� 2.3 |/� d
q0 = min

16j6m
qj0,S s0 < q0 <∞. DH p(·) ∈ B(Rn), W"?3 3.7, (Q p0, Ao 1 < p0 < p−, Q

(p(·)
p0

)′

∈ B(Rn).U δ, ε1, ε2, · · · , εm Ao 0 < δ < ε1 < ε2 < · · · < εm < 1
m . B℄95 w ∈ A1, W"?3 3.4k?3 3.5, F ∫

Rn

|TΠ~b(
~f)(x)|p0w(x)dx

6 ‖Mδ(TΠ~b(
~f))‖p0Lp0(w)

6 C‖M ♯
δ(TΠ~b(

~f))‖p0Lp0(w)

6 C
( m∏

j=1

‖bj‖BMO

(
Bm+1(m,n)

∥∥∥
m∏

j=1

Mq0(fj)
∥∥∥
Lp0(w)

+ B1(m,n)‖Mε1(T (
~f))‖Lp0(w) +B2(m,n)‖Mε2(T (

~f))‖Lp0(w)

+ · · ·+Bm(m,n)‖Mεm(T (
~f))‖Lp0(w)

))p0
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6 C

( m∏

j=1

‖bj‖BMO

(
Bm+1(m,n)

∥∥∥
m∏

j=1

Mq0(fj)
∥∥∥
Lp0(w)

+ Bm+2(m,n)
∥∥∥

m∏

j=1

Ms0(fj)
∥∥∥
Lp0(w)

))p0

6 C
( m∏

j=1

‖bj‖BMO

∥∥∥
m∏

j=1

Mqj0
(fj)

∥∥∥
Lp0(w)

)p0

= C
( m∏

j=1

‖bj‖BMO

)p0 ∫

Rn

( m∏

j=1

Mqj0
(fj)(x)

)p0
w(x)dxBH|F5#F�[�mdF�)�hu ~f = (f1, · · · , fm)�5,Ja B1(m,n), B2(m,n),

· · · , Bm+2(m,n) nI m k n F_5F�iu.�B?3 3.8 H
(TΠ~b(

~f),

m∏

j=1

Mqj0
(fj)) ∈ F ,)3

‖TΠ~b(
~f)‖Lp(·)(Rn) 6 C

∥∥∥
m∏

j=1

Mqj0
(fj)

∥∥∥
Lp(·)(Rn)

.W"?3 3.9 k?3 3.10, )3
‖TΠ~b(

~f)‖Lp(·)(Rn) 6 C
m∏

j=1

‖Mqj0
(fj)‖Lpj(·)(Rn) 6 C

m∏

j=1

‖fj‖Lpj(·)(Rn),'E��?3 2.3 5ZD.2% R�eTi�k
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Abstract In this paper, the authors aim to establish the Sharp maximal estimates for

the multilinear iterated commutators generated by BMO functions and multilinear strongly

singular Calderón-Zygmund operators. As applications, the boundedness on product of

weighted Lebesgue spaces and product of variable exponent Lebesgue spaces can be obtained,

respectively.
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