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１ 问题的引进和定义

Ｆｏｒｅ ｌ ｌｉ
－Ｒｕｄｉｎ 型算子起源于投影算子 （

见
［

１
］ ） ，
后来不少学者对其进行了研究和推广

（
见

［

２ ２ ２
］ ）

． 最近 ， 张学军 、 郭雨婷和陈洪欣在文
［

１ ８
］
中把 Ｋｕｒｅｓ 和 Ｚｈｕ 在文

［

７
］
中 引进的

Ｆｏｒｅ ｌｌ ｉ
－Ｒｕｄ ｉｎ型算子
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推广到 了如下对数 Ｆｏｒｅ ｌ ｌ ｉ
－Ｒｕｄ ｉｎ 型算子 ：

（
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ｗ
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ｄｖ
（
ｗ

） ，

其中 Ａ
，ｔ ，ｃ ，

ｆｅ 和 Ｖ 都是实数 ， 并给 出 了 当 １ 彡 Ｐ＜＋ 〇〇Ｂ寸
，

ＳＡ
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
＇ 是加权 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ

空间 Ｐ （
队

，
加

）
上有界算子的充要条件 ， 但对于当 １ 彡 ＜ｇ 彡 ＋ 〇〇 以及 ｐ

＝

ｇ
＝

＋ 〇〇

时
， 知Ｔ

，

Ｃ
，Ｍ

， 为 到
（
队 ，＿ ） 有界算子的条件没有涉及 ，

本文主要 目 的就是

解决这个问题 ， 将结果完善到 １＜Ｐ９＜＋ ００ 的情形 ．
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＂
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ｄｗ 表示 ＿Ｂ
ｎ 上正规化的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ
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给定 ａＧ和 ｒ＞０
，
设 ％ 为 上的对合 Ｍ６ｂ ｉｕｓ 变换 ，

以 ａ 为 中心和 ｒ 为半径的
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本文中 ， 若有常数 Ｇ＞０ 和 Ｃ
２＞０

， 使得 〇￡；＜Ｑ＜Ｃ２尽 则称 和 Ｑ 是等价的 ，
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；
若有常数 （７＞０
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）
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§
２ 主要引理及其证明

为 了证明主要结果 ， 首先给出几个引理 ．

弓 丨
理 ２ ． １

（
见

［

１ ８
］ ）

设 ｃ
，

＜５
，
ｆｃ 和 Ｖ 为实数 ，

记

Ｍ＾
）

［
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｛
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ｚ
）

ｃ

ｌｏｇ ：

｛

（

ｐｗ （
ｚ

） ，

ｗ
）

ｌｏｇ
ｈ

＇

１
—

卜
ｓ

ｚＧＲｎ
．

那么 ，
具有下列双 向估计 ：

（
１

） 当 （
ｉ

）Ｊ ＞ —

１且 ｃ ＜ ｎ
＋ 

ｌ
＋ 

５ 或 （
ｉ ｉ

）５ ＞ —

１且 ｃ
＝

ｎ ＋ ｌ
＋ 

５以及ｆｃ
’

＜ —

１或 （
ｉ ｉ ｉ

）

Ｊ
＝— １且ｃ＜ｒｉ以及Ａ／＋ Ａ ：＜

—

１或
（

ｉｖ
） （５

＝— １且ｃ
＝

ｒｉ以及 ／
；／＜

—

１和＋  ／ ：／＜
＿

２

时 ，

（
２

）
当 ⑴

Ｊ＞
—

１且ｃ＞ｎ＋１＋  ＜５或 （
ｉ ｉ

）
５
＝— ｌ且ｃ ＞ ｎ及 ／

； ： ＋ ｍａｘ
｛
ｆｃ

’

，

０
｝
＜
—

１时
，

＇

 ｋ
ｆｅ

ａ⑷ ｌ〇ｇ

Ｋ

（

！
＿


ｚ

２

）

ｃ
－

ｎ
－

ｌ
－

５
＾

１
－

｜

＾
｜

２

＇

（
３

）
当Ｊ

＝ —

１且ｃ ＞ ｎ及Ａ／ ＜ ０和 ＆
＝— １时 ，

Ｍ＾
）

ｌ

（

ｉ
－

｜种
ｌｏｇ

＇ｋ
＇ ０ ｇ

２

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

外 ｉ
－

Ｎ
２

＇

（
４

）
当Ｊ

＝— １且ｃ＞ｎ及Ａ ：

＇

＋ ｆｃ＜
—

１＜ｆｃ时 ，

ｌｏｇ

ｋ
＇

＋ｋ＋ ｌ

（
１
－

 ＼

ｚ
＼

２

Ｙ
ｎ６

 ｉ
－

Ｎｒ

（
５

）
当

（
ｉ

）５ ＞
—

１且 ｃ
＝

ｎ＋ ｌ
＋ 

６以及ｆｃ
＇

＞ —

１
或 （

ｉ ｉ

）５
＝— １且 ｃ

＝
ｎ 和

ｆｃ ＜ —

ｌ ＜ ｆｃ
＇

以及 ｆｃ＋ Ａ ：

’

＜
—

１ 时
，

Ｊ
ｉ ｛
ｚ

）
ｘ  ｌｏｇ

ｆｃ
，

＋ １

－

Ｚ
２

＿

（
６

）
当Ｊ

＝－ １且ｃ
＝

ｎ和ｆｃ＞
－

１以及 一

２＜ｆｃ＋ ｆｃ
＇

＜
－

１时 ，

Ｊ
ｉ

（
ｚ

）
ｘ ｌｏｇ

ｆｃ＋ｆｅ
，

＋ ２
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（
７

） 当 （
ｉ

）５ ＞ —

１且ｃ
＝

ｎ＋ ｌ＋ ５以及ｆｃ
＇

＝－ ｌ或 （
ｉ ｉ

）５
＝— １且ｃ

＝
ｎ和ｆｃ ＞

－

ｌ

以及ｆｃ
＇

＋ ｆｃ
＝— ２或 （

ｉ ｉ ｉ

）Ｊ
＝— １且ｃ

＝
ｎ和ｆｃ＜

—

１＝ｆｃ
＇

时 ，

ｅ
２

Ｍ ｚ
）
ｘ ｉ〇ｇ ｉ〇ｇ

１
＿

＾ ｜

２

^

（
８

）
当５

＝— １且ｃ
＝

ｎ和＝— １＜Ａ／＜０时 ，

Ｊ
ｘ ｛
ｚ

）
ｘ ｌｏｇ

ｆｅ
／

＋ １

ｚ
：

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

－

Ｚ
２

．

（
９

）
当５

＝— １且ｃ
＝

ｎ和＝— １＝Ａ／时 ，

Ｊ
ｌ （
ｚ

）
Ｘ

＾ 

ｌｏｇ 

ｌｏｇ
Ｊ

ｅ
２

Ｉ＃

这个结果来 自文
［

１ ８
］
中命题 ３ ． ２ ．

引理 ２ ． ２
（
见

［

１ ８
］ ）

设 ｃ
，

５
，
ｆｃ 和 ｆｃ

＇

为实数 ，
记

Ｍ ｚ
）

ｆ （

ｉ
－ Ｈ

２

）

５

／ Ｂ？
ｉ
－

（
ｗ

，

２ ：

） ｜

ｃ

ｌｏｇ
－

｛
ｚ

，

＜

Ｐ ｚ ｛
ｗ

） ）

ｌｏｇ

１Ｖ

那么 ，
具有下列双 向估计 ：

（
１

）
当５＞

－

１且ｃ＞ｎ＋ １＋ ５时 ，

《／２ （
之

）

—

ｗ
２

１

ｄ ｉ；
（
？；

） ，ｚＧＢｎ
．

ｌｏｇ

ｙ

（
ｌ
－


ｚ

２

）

ｃ
－

打
－

占
－

１＆

ｌ
－

｜

＾
｜

２

＊

（
２

）
当Ｊ＞

—

１且ｃ
＝

ｎ＋ １＋ ６及ｆｃ＜
－

１和ｆｃ＜Ａ／时 ，

Ｊ２ｈ ）
ｘ ｌｏｇ

ｆｃ
＇６

ｉ
－

Ｎ
２

＇

（
３

） 当５＞
－

１且ｃ
＝

ｎ＋ １＋ ５及ｆｅ＞
－

１和ｆｃ
，

＞
－

１时 ，

Ｊ２ （
ｚ

）
ｘ  ｌｏｇ

ｆｃ
＇

＋ ｆｃ＋ １


＿

６

丄
一

丨

之
丨

（
４

） 当５ ＞
—

１且ｃ
＝

ｎ＋ ｌ＋ ５以及ｆｃ＝— １彡ｆｃ
，

时
，

Ｊ２ （
ｚ

）
Ｘ ｌｏｇ

ｋ
＇

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

－

ｚ
２
？

ｌ
－

ｚ
２

．

（
５

）
当

（

ｉ

）５＞
－

１且ｃ＜ｎ＋１＋ ５或 （
ｉ ｉ

） １且ｃ
＝

ｎ ＋ｌ＋ ５以及ｆｃ
’

＜
－

１和

Ａ ：

’

＜或 （
ｉ ｉ ｉ

）Ｊ＝－ １且ｃ＜ｎ以及ｆｃ
’

＜
—

１或 （
ｉｖ

）５＝－ １且ｃ
＝ｎ以及ｆｃ

’

＜
－

２和

Ａ ：＞Ａ ：

’

＋１时 ，

Ｊ２
｛
ｚ

）
Ｘ ｌ〇ｇ

ｆｃ

（
６

）
当

（
ｉ

）５＞
—

１且ｃ
＝ｎ＋１＋ （５以及ｆｃ

’

＝－ １＜ｆｃ或
（
ｉ ｉ

）５＝－ １且ｃ
＝ｎ以及

Ａ ：＞
—

１和Ａ ：

’

＝ －

２ 时 ，

Ｊ２ （
ｚ

）
Ｘ

．

ｋｅ

１〇ｇ １ Ｉ １ ２
１
－

卜 ｜

２

ｅ
２

ｌｏｇ 

ｌｏｇ
｜ －

ａ

－

１
－

Ｈ
２

（
７

）
当 ＜５

＝ －

１ 且 ｃ＞ｎ及ｆｃ
’

＜
—

１时
，

Ｍ ｚ
）

＂

（
ｉ
－

Ｎ
２

）

－

１〇ｇ

ｆｅ ＋ １

ｉ
－

ｌ

（
８

）
当 ６

＝ －

１ 且 ｃ
＝

ｎ 及 ｆｃ
—

１彡ｆｃ
＇

＜ －

ｉ和ｆｃ＜
－

ｉ ｉ

Ｊ２ （
ｚ

）
ｘ  ｌｏｇ

ｆｃ
，

＋ ｉｅ

（
９

）
当 ５

＝ －

１ 且 ｃ
＝

ｎ 及 —

２ 〈ｆｅ
’

＜
—

ｉ＜ａ ： 时
，

Ｊ２
（
ｚ

）
ｘ ｌｏｇ

ｆｃ＋ｆｅ
，

＋ ２



１ ５ ８ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

（
１ ０

） 当５
＝— １且ｃ

＝
ｎ及 一

２
彡ｆｃ

’

＜
—

１和ｆｃ
＝— １时

，

ｊ
２ （
ｚ

）
ｘ ｌ〇ｓ

ｆｃ
，

＋ １

ｉ＾ ｌｏｇ ｌ〇ｓ
ｒ＾ｗ

－

这个结果来 自文
［

１ ８
］
中命题 ３ ． ３ ．

引理 ２ ． ３
（
见

［

５
］ ） 给定 ｒ

＊

＞０ 和实数 ａ 以及 ｚｅ则有下列结果 ：

（
１

）１
－

卜 ｜

２
ｘ

 ｜

１
－

〈
ｚ

，

ｕ；

〉 
ｘ１

—

卜 丨

２

对一切ｕ；ｅ ＿Ｄ
（
ｚ

，

ｒ
） 成立 ．

⑶￥ ，

ｒ
？
ｅ且 ／

３
（ ￥ ，

？
７ ）＜？

■

则有 ｜

１
－

〈
１〇

，〇
１
－

〈
ｗ

，

ｒ
？ 〉 对

一

切 ｅ ＿Ｂｎ成立 ．

⑶ ％
［外 ，如 （

１
－

么
２

广
＋ １＋＇

这些结果分别来 自 于文
［

５
］
中引理 ２ ． ２０ 和 引理 ２ ． ２ ７ 以及引理 １ ． ２４ ．

引理 ２ ．４ 设 １＜
ｐ
＜ ＋〇〇 和实数 ｔ 以及 —

１＜ａ ：＜ －

＾
，
则

ｅ
２

Ｈ
ｗ （

ｚ
）

（

ｉ
－

Ｎ
２

）

＇ ． １＋ｉ

１
－

〈
ｚ

， — ｜

ｉ

ｌｏｇ

＇

１
－ 外

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

满足 ｜ ｜

ｉ？
ｔ？

｜ ｜ ｐ ，

ｔ
Ｘ１和ｓｕｐ

＝
＋ 〇〇

， 其中
ｗ ｅＢｎ

＂

（

ｉ
－


么

２

）

－

１

 ｉ〇ｇ

２

Ｆ
（
ｗ

）

－ 水

｛

ｇ
２ ＮＸ

ｌｏｇ ｌｏｇｊ
Ａｖ

｛
ｚ

） ，ｗＧＢｎ
．

ｗ
，

ｚｅＢｎ
，

’ Ｂｎ ｌ

ｌ
－ 卜 〉 卜

证 不妨设 Ｍ＞ｉ ， 根据文
［

５
］
中引理 １ ． ８ 和文

［

２ ３
］
中命题 １ ． ４ ＿ １ ０ 并做变换 ｙ

＝

和 ｓ＝
（

ｉ
—以及 ｉ可得

ｈｗ Ｅ

Ｃ
ｉ Ｃ

１
－

ｋ
２

）

＿

１

ｌ〇ｇ

ｐ ，

ｔ

ｉＨ＾Ｆ

Ｉ

１
－

 ｛
ｚ

，

ｗ
）

ｒ

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２ ｐｘ

ｎ ２ｎ ｌ

２ｎｃ
ｔ

ｌｏｇ

＂

１
—

ｐ
２

ｘｆ（
１
－

ｒ
）

＿

１

 ｌｏｇ

２
 ＾

Ｊｏ １
－

ｒ

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｄｖ
（
ｚ

）

 ｄｇ⑷
！
－

＾
２

／＼ ｉｓｎ Ｉ

１
－

 （＾ ，

＾
＞ １

^

ｅ／ ，ｅ
２＼ ｐｘ

ｉ
－

Ｎ
２

．

ｅ
２ｒ

＂

ｒ

１ １

－

２
ｅ

（
ｌ
－

＂ ）Ｈ

〇ｙ （
ｉ
－

ｙ ）
ｇ

ｙ （

ｉ
－ Ｈ ）ｉ

－ Ｈ
？ ｒ ｉ １

２

＾ ＼ ｐｘ

ｌ〇ｓ
Ｉ＾Ｈ （

ｌｏｇ ｌ〇ｓ
Ｉ＾ Ｊｄｒ

ｌｏｇ ＾
（

ｌｏｇ
ｌｏｇ

ｅ
（
ｌ
－

ｙ ）
／ｅ

２

（
ｌ
－

ｙ ）Ｈ
、

（
ｉ
－

Ｈ ） ｙ

■

ｄｐ

ｄｙ

ｌｏｇ
－ ＨＪ〇ｙ

ｌｏｇ

２／ （
１
－

Ｈ ）

（

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

＼
ｐｘ

（
ｉ
－

Ｈ ） ｖ
）

ｄｙ

ｅ
２

（
ｌ
－

ｙ ）
＼ Ｐｘ

１
－

２／

ｌｏｇ
ｌ
－

Ｈ

丄

］

－

２
６

ｌｏｇ
ＳＳ

（ｅ
２

＼ ＾
ａ ：

＾ 

ｌｏｇ 

ｌｏｇ
ｊ

ｄｓ

、

２
（
１十 ） １

ｌｏｇ

－

１

ｅｔ

（

ｌｏｇ 

ｌｏｇ 

ｅ
２

ｔ

）
ｄｔ ．

由 ｐａ：＜
—

１
， 可得

ｉ
ｌｏｇ

２

＾ 

ｌｏｇ 

ｌｏｇｄｓ＜ ｌｏｇ

２

ｄｓ＝ ｌｏｇ

１

ｓ ｓ

２ｅ

ｉ
＿

Ｍ



张 帆 杨诗琪 张学军广义 Ｆｏｒｅ ｌ ｌ ｉ
－Ｒｕｄ ｉｎ 型算子的有界性 １ ５９

ｘ１＝
＾

－＾！ ？

利用 同样的方法可得 ， 当 ｚ＞
－

１ 时
，

ｄｔ；

（
ｚ

）

令ｓｕｐＦ （
ｗ

）
—

＋ ｃｘ） ．

ｗ ￡Ｂｎ

本引理证完 ．

弓 丨
理 ２ ． ５ （

见
［

２２
］ ） 设 ＂ 和 ＂ 是区域 Ｘ 上两个正测度 ， 并设 Ｋ

（
ａ：

， ｙ ） 是 ＸｘＸ 上一

个非负可测函数 ． 定义积分算子

（
１

） 当１彡 ｐ＜＋ 〇〇时 ， 如果 ｜ ｜

Ｋ
（
ａ ；

，

．

） ｜ ｜＜

一

致有界 ， 则Ｔ是
Ｐ

（
Ｘ

，

ｄ
／
ｘ
）
到Ｌ

°°

（

Ｘ
，

加
）

的有界算子 ．
Ｍ

⑵ ｒ 是 Ｌ
°°

（
Ｘ

，

ｄ
／
ｉ
）
到 Ｌ

°°

（
Ｘ

，

ｄｖ
）
的有界算子当且仅当

结果 ⑴ 和 （
２

） 分别来源于文 ［

２ ２
］
中命题 ５ ．４ 和 问题 ５ ． ５ ．

§
３ 主要结果及其证明

下面讨论当１＜ｐ＜ｇ彡＋〇〇或Ｐ９

＝
＋ 〇〇时

，
广义Ｆｏｒｅｌ ｌ ｉ

－Ｒｕｄｉｎ型算子

从 炉
（
队 ，＿ ）

到
（
队 ，＿ ）

的有界性条件 ， 分五种情况讨论 ：

（
ｉ

）１＜
ｐ

＜ｇ＜＋ 〇〇
， （

ｉ ｉ

）

１＝
ｐ＜ｇ＜＋〇〇

， （

ｉ ｉ ｉ

）１＜
ｐ
＜ｑ

＝
＋ 〇〇

，（
ｉｖ

）ｐ

＝

ｑ

＝
＋ 〇〇

， （
ｖ

）１＝
ｐ＜ｑ

＝
＋ 〇〇 ．

定理 ３ ． １ 设 １＜
ｐ＜ｇ＜＋ 〇〇

，
若参数满足下列条件之

一

， 则 ＆
，

Ｔ
，

Ｃ
，以 从 Ｐ （

凡 ，
如

）

到 ＿＾
（

５
？

，
如

）
有界 ：

（
１

）
－

ｇ入＜ｆ ＋１＜
ｐ （

Ｔ ＋１
）
且ｃ

＝
ｎ＋ｌ＋ Ａ＋ Ｔ ＋

（
ｎ ＋ ｌ ＋ ｔ

） （ ｜

－

＊ ）
＆ ｆｃ

’

＜ ０
；

（

２
）

—

〇
［入 ＜ 亡 ＋１ ＜ ７

＞

（
７

＿

＋１
）
且 ＜３ ＜ ？１ ＋１＋ 入＋ ７ ＋

（
７１ ＋ １ ＋ 亡

） （ ＊

—

＾ ）
；

（
３

）

－

払
＜ ｆ ＋ｌ

＝

ｐ （
Ｔ ＋ｌ

）
且ｃ ＜ ｎ＋ 入 ＋ ＾

±＾ －

言
及ｆｃ

＇

＜
ｉ －

１
；

（
４

）
—

ｇＡ
＝ 亡 ＋１＜ｐ （

Ｔ ＋１
）
且ｃ＜ｎ＋１＋ ｔ＋

｜

－及ｆｅ＜
－

念
；

（
５

）
—

ｇＡ
＝ 亡 ＋ｌ

＝

ｐ （
Ｔ ＋ｌ

）
且ｃ ＜ ｎ ＋

￥

－

尝
及ｆｃ ＜

－ ｉ
和ｆｃ

＇

＜ ｉ －
ｌ

；

（
６

）
－

ｇＡ
＝ｆ＋１＜ｐ （

Ｔ＋１
）
且ｃ

＝ｎ＋ｌ＋Ｔ ＋
｜

－ｎ＋

ｐ

＋ ｔ

及ｆｃ ＜ －

｜
和ｆｃ

＇

＜ ０与

Ａ ＾ ＋ ｆｃ
，

＜
ｉ—

念

一

１
， 但要除去情形 ｆｃ

，

＝
〇＝ｆｃ＋１＋

念

一 ｉ
；

（
７

）
－

ｇＡ ＜ ｆ ＋ｌ
＝

ｐ （
ｒ ＋ｌ

）
且 ｃ

＝
ｎ＋Ａ ＋〒

一

言
及 ｆｃ

＇

＜
ｉ － ｉ －

１
；

（
８

）
—

ｇＡ
＝ 亡 ＋ｌ

＝

ｐ （
Ｔ＋ｌ

）
且ｃ

＝ｎ ＋
｜

－

尝
以及和ｆｃ ＜ －

｜
与

＊＋ ｆｃ
＇

＜
｜

＿

ｆ

＿

２
， 但要除去情形ｆｃ

＇

＝
ｆｃ
＝

士

一

？

＿

１ ．

证 情形 ⑴ 和
（

２
）

．



１ ６０ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

我们选取 Ｔ１ 和 ｙ 满足 Ｐ
＇

（
Ｔ
＿

兰 ）
＞— １ 和 ２／

—

Ｐ
＇

（
Ｔ
—

兰 ）

—

ｎ
—

１＞０ ． 对任意的

／
ＧＰ

（
凡 ，如 ） ， 根据 Ｈ６ １ｄｅｒ 不等式和 引理 ２ ． １

（
２

）⑴ 可得

｛
Ｓｘ

ｉ

Ｔ
ｉ

Ｃ
ｉ

ｋＭ ｆｍ
ｐ

（
１”乂 乂

（

１
＿

Ｈ
２

）

卜孕 ）ｐ
’

ｌ

ｉ
－Ｍ ２７

ｘ
／
將 （

ｉ
＿

（：

２

ｒ
：

ｉ〇ｇ
ｐｆｅ

，

Ｊ Ｂｎ ｌ
—

｛
ｚ

，

ｗ
） ＼

Ｐ ＾
Ｃ

ｐ
７ ^

乂
（

１
＿

 ｜

之
｜

２

）

ｐ （
ｎ＋ ｉ＋入＋ｔ

２／ ）
＋ ２／

冗 ｌ Ｔ
ｉ

ＪＢｎ １
－

（
Ｚ

，

Ｗ
） ＼

Ｐ ｛
Ｃ ＾ １

－ Ｈ
２

ｄｔ；
（
ｕ；

）

｜

ｌｏｇ

ｗ

Ｈ （
ｚ

，

ｉｐｚ （
ｗ

） ）

ｐｋ

ｌｏｇ

ｈ （
ｗ

） ）

ｐｋ

ｄｖ
（
？ｉ；

）
． （

３ ． １
）

条件
１ ＋ ｔ＜ ｐ （

ｌ＋ ｔ
）
表明ｎ＋ Ａ

—

言

＋

ｎ＋

＾

＋ ｔ

＜ ｎ＋ｌ ＋ Ａ ＋ Ｔ ＋
（
ｎ ＋ ｌ＋ ｔ

） （ ＊

－

＊ ）

． 当

几 ＋ 入 一

尝
＋

＾
＾ ＜ 〇 彡 ７１ ＋ １＋ 入 ＋ 了＋

（
７１ ＋ １ ＋ 亡

） （ ｜

－

告 ）
时 ， 由 于

一

＾＼ ＜ １ ＋ 亡
， 我们可选

取 ｐ （
ｎ＋１＋ 入 ＋ ｔ

—

ｃ
）

—

ｎ
—

１＋

Ｐ （
ｎ＋ １＋ ｔ

）

＜Ｔｌ＜ｐ （
Ｔ＋ ｉ

）

—

１ 和 几 ＋ １＋ ｐ
’

（
ｒ
＿

兮 ）
＜

ｙ
＜

ｐ
，

（
ｎ＋１＋ Ａ＋ ｒ

）

—ｐ
／

（
ｒａ＋ １＋Ｔ １ ）

＋使得ｐ
＇

（
ｒ
—

癸 ）
＞
—

１
， ｙ

－

ｐ＾Ｔ
－

＾ ）

－

ｎ
－

ｌ ＞ ０
，

ｇ （
ｎ ＋ １＋ Ａ＋ Ｔ

—

 ２／ ）
＋

ｇ＆ ｎ

；

１ Ｔｌ ）

＋ ｆ＞
—

１和ｇ （
ｃ

—

券 ）
＞ｎ＋１＋ ｇ （

ｎ＋ｌ＋ Ａ＋ ｒ
—

ｙ ）
＋

ｑ ｉｙ ｎ ｌ ｒ
， ）

＋ ｔ 根据 ：Ｌ＜
｜

＜＋ 〇〇 与 Ｍ ｉｎｋ〇ｗ ｓｋｉ 不等式结合 （
以

） 式以及引理 以⑶⑴

和题设条件 ， 可得

＾ ，

ｃ
，＾ ／ ？ ，

ｔ
＜
／ ／Ｈ

＂

（
ｉ
－

ｋ
２

）

－
ｉ〇ｇ
^

／ Ｂ ｎ

ｒ＿

 ｜

０
｜

２

＾
（
ｎ＋ ｌ＋Ａ＋ｒ

３／ ）＋

＇ Ｂ－

 ＼

ｌ
－

 ｛
ｚ

，

ｗ
）

ｑ ［
ｃ ^

ｗ
２

ｑ （ ｙ
－

ｎ
－ －

Ｔ
ｌ ）

＋ ｉ

／？ （

ｉ
－

Ｍ
２

）

ｐ （
ｎ＋ １＋入＋Ｔ＋气

＾
ｌ

（
ｚ

，

（

ｐ ｚ ｛
ｗ

） ）

ｎ＋ ｌ＋ ｔ
 

ｎ＋ ｌ＋ ｔ


ｃ
）

－

ｑ
ｋ

ｌｏｇ

？

ｐｋ／

ｄ ｉ；⑷
１ 

ｇ

ｄｖ
（
ｔ／；

）

ｄ＾
ｔＭ ＾ ｌ

／
ｌ ｐ ，

ｔ
－

ｌ ｗ
２

若 ｃ ￥ ｎ
＋ 

Ａ ＋＾
＾ ＿

言
，
选 ｎ

＋ 
；＼

＋
＾

±＾ —

言
＜ ｃ〇 ＜ ｎ ＋ ｌ

＋ 
Ａ

＋ 
Ｔ＋

（
ｎ ＋ ｌ ＋ ｉ

） （ ＊

—

告 ）
，

由 已证结果
，
有

Ｗ
Ｓｘ＾ ｃ＾＾ ｆ Ｗ ｑ＾＾

２
０

 Ｓ＼
ｊ

Ｔ
｝

Ｃ〇 ｉ

ｋ
ｉ

ｋ
，

ｆ
＼ ｑ ，

ｔ＾
２

０

 ｜ ｜

５Ａ
，

ｒ
，

ｃ〇
）

ｆｃ
）

ｆｃ
，

 ｜ ｜

＇

 ｌ ｌ

／
ｌ ｌ ｐ ，

ｔ
＊

情形 ⑶ （
５

）
．

当 －

ｇＡ＜１ ＋ 
ｔ
＝

ｐ （
ｌ

＋ 
Ｔ

） 时 ， 可取 ｛
ｃ
－ Ａ －

ｎ＋

＾

＋ ｔ

｝ｐ
ｆ

＜
ｙ
＜ｎ

；
当 一

ｇ入
＝ １ ＋ ｔ＜

ｐ （

ｌ
＋ 

Ｔ
）

时
， 可取 ｛

〇
－

：＼
－

＾
＾

｝＾
／ ＜

２／
＜ ７１ ＋ １＋

（
了
＿

｜ ）；
／ ． 因而

（
〇
－

羡 ） ９
－

（０ 
＋ 古

）

一

几
＿

１ ＜ 〇 ． 当

＜１ ＋ 
ｔ
＝

Ｐ （

１
＋ 

Ｔ
）
时

，
再取

ｆｃ
’

彡Ｘ＜
—

会 ，
则

（
Ｔ
—

ｌ ）；
／＝－ １

和 ｐ
＇

ａ ；＜
－

１且０ 

＋ 亡＞
－

１

及
Ｐ （

Ａ／
－

工
）
彡０

；
当 ＝１＋ ｔ

＝

ｐ （

ｌ＋ Ｔ
） 时 ，

同样取ｆｃ
’

彡Ｘ＜
―

泰 ，
则

（
Ｔ

－

ｐｐ
＇

＝－ １和

ｐ
’

ｘ＜
－

１且０６＝— １
与 批＜

—

１及ｐ （

ｆｃ
＇
—

〇；

）
彡０

；
当 —

ｇＡ
＝１＋ ｆ＜ｐ （

ｌ＋ ｒ
）
时

，
再取

Ｚ彡Ａ／
，
则

（
Ｔ
－＞

－

１
和ｇ

Ａ ＋ ｔ
＝－ １且 钟

＜
－

１及＜０ ． 根据文
［

１ ８
］
中 （

３ ． ７
）

式可得

｛
Ｓｘ

＞

Ｔ
＞

Ｃ
ｔ

ｋＭｍ ｝

ｐ＜
刺 ｐ

（
ｉ
－

Ｈ
２

）

”〇ｇ
咖

’

－岣
１ 卜 

２
ｌｏｇ

１３

ｐｋ

（
Ｚ

，

＜ｐ ｚ （
ｗ

） ）

（
１
－


ｚ

２

）

ｐｘ １



张 帆 杨诗琪 张学军广义 Ｆｏｒｅ ｌ ｌ ｉ

－Ｒｕｄ ｉｎ 型算子的有界性 １ ６ １２ 期

根据上式与 １＜
ｆ

＜ ＋〇〇 和 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 不等式 ， 结合引理 ２ ． １
（
１

）⑴ （
ｉ ｉ ｉ

） 可得

Ｓｘ＾ ｅ＾ ｆ
Ｐ

ｑ ，

ｔ

＜
／ ｆ （

ｗ
）ｎ ｉ

－

＼

ｗ
＼

２

Ｙ ｌ〇ｇ
＾ ｋ

，

＾

ＪＢｎ １

ｆ ｌｏｇ Ｔ＾
＾＾ｙ

＼

ｗ
＼

２

ｑ
ｋ

，Ｂｎ ｌ
－

｛
ｚ

，

ｗ
） ＼

｛
ｃ ＾ ｑ

ｆ （
ｗ

）

ｐ
ｌｏｇ

．ｐ （
ｋ

ｌ
－

ｘ
）

Ｈ
２

ｄｖ
ｔ （
ｗ

）＾ ｜ ｜
／

｜ ｜ ＾ ｔ

情形 ⑹ ．

我们分情况讨论 ：

（
ａ

）ｆｃ
＇

＝０ 且 ｆｃ＜
ｉ－

念

一

１
；（
ｂ

）ｆｃ
＇

＜０ 且 ｆｃ
，

＋ ｆｃ＜
￥

－ｉ－
１ 和

（
ａ

） 由条件１＋ ｆ＜ ｐ （
ｌ＋ Ｔ

）
和ｃ

＝ｎ＋ｌ ＋ Ｔ ＋
ｇ

－ｎ＋
ｌ

＋ ｔ

可知ｎ＜ｐ
＇

（
ｃ
－

登 ）
■ 取

ｋ ＜ －

ｈ （
〇

）ｌ

－

ｌ

ｐｉ＜
－

１
， 根据 Ｈ６ １ｄｅｒ 不等式和引理 ２ ． ２

（

２
）
以及 —

払 ＝ １＋ ｆ
， 可得

｛
Ｓｘ

，

ｒ
，

〇
，

ｋＭ ｆ
＼ （
ｚ

） ｝

ｐ
＾

｛／
Ｊ

Ｂ

ｇ 入

（
ｉ
－

 ＼

ｗ
＼

２

ｙ
＋
^ ｌ〇ｇ Ｔ３

（
ｚ

，

＜ｐ ｚ （
ｗ

） ）

ｐ
１

Ｘ

Ｂｎ
（

１
－


ｚ

２

）

－

Ｐ
＇

Ｘ
ｌ
－

（
ｚ

，

ｗ
） ＼

ｎ＋ １＋Ｔ＋ｆ

ｆ （
ｗ

）

ｐ
（
ｌ
－


ｕ；

２

）

Ｔ
＿

^

ｄｗ
（
ｕ；

）

｜

＾ ＋ ｌ＋
－

ｒ
－ ｉ±^

ｆ Ｂｎ
 ｜

１
—

 （
ｚ

，

ｗ
）

^

／Ｍ ｐ
（

ｉ
－

Ｍ
２

广 

ｈ

ｐ （
ｋ— ｘ

）

ｌｏｇ

ｌｏｇ

－

｛
ｚ

，

＾ｐｚ ｛
ｗ

） ）

ｐ （
ｋ ｘ

）

ｄｖ
（
ｗ

）

ｌ
－

（
ｚ

，

（

ｐ ｚ （
ｗ

） ）

ｄｖ
（
忉

）
． （

３ ． ２
）

ＪＢｎ （

１
－


ｚ

２

） 叫 

１
－

〈
？２

，

ｉｙ
〉

〒 ＋ １＋Ｔ
＿ ｉ

？

我们进
一

步选取１
＜ａ ；＜

ｇ

－

１
， 使得ｇ （

ｆｃ 

— ＜
－

１ ． 由１＜
｜

＜＋ 〇〇
与
Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋｉ

不等式结合 （
３ ＿ ２

） 式和 １＋ Ｔ＾ 以及引理 ２ ． １
（
２

） ， 可得

－

梦

ｉｌ

（

１
－

卜 丨

２

）

－

１

ｌｏｇ
ｌ
－

｛
ｚ

，

（ｐ ｚ （
ｗ

） ）

ｑ （
ｋ ｘ

）

｜

ｉ
－

〈
ｚ

，

ｗ
〉

ｎ＋
ｇ （

ｌ＋ ｒ
）ｇ （

ｌ＋ ｔ
）

Ｐ ｐ
２

＇ Ｂｎ

ｆ （
ｗ

）

ｐ
ｄｖ

ｔ
（
ｗ

）
＝

 ＼

ｆ
＼

ｐ

Ｐ ｊ

ｔ

．

（
ｂ

）
选择 ｐ

＇

ａ ；＞
－

１ 和 ｐ
＇

ｓ＞
－

１
， 根据 Ｈ６ １ｄｅｒ 不等式和 引理 ２ ． ２

（
３

） ， 可得

｛
５ａ

，

ｒ
，

ｃ
，

ｋＭ ｛
ｚ

）Ｙ

ａ
（
ｉ
－ Ｈ

２

）

２ 、
Ｔ＋
ｊ ｌｏｇ

？

１  ｔｙ
２

ｉ〇ｇ ｉ＝

ｐ
１

８

（
ｚ

，

（

ｐ ｚ （
ｗ

） ）

Ｂ？ （

１
－

 ｜

ｚ
｜

２

）

－

Ｐ
，

Ａ
ｌ
－

｛
ｚ

，

ｗ
） ＼

ｎ＋ １＋Ｔ＋ｆ

ｒ ＼

ｆ （
ｗ

）ｎ ｉ
－

＼

ｗ
＼

２

）

Ｔ
－

＾ ｈｇ
ｐ ｉ

ｋ
＇

－

ｘ
）

Ｔ．

ｌＢｎ １
－

 ｛
ｚ

，

ｗ
） ＼

，

ｆ ＋ １＋Ｔ ＾
Ｌ

＿／？ Ｐ

（

１
＿

Ｈ
２

广 梦ｉ〇ｇ
ｐ （

ｆｃ
，
＿

Ｉ
）

ｌｏｇ

１  ｔｙ
２

ｌ〇ｇ ｌ＝

１
－

 ｛
ｚ

，

＜

Ｐｚ
（
ｗ

） ）

ｐ （
ｆｃ
－

ｓ
）

ｐ （
ｋ ８

）

ｄｖ
（
ｗ

）

｛
ｚ

，

（

ｆ
＞
ｚ ｛
ｗ

） ）

（
１
＿


ｚ

２

）

－

ＰＡ ｌ
＿

〈
Ｚ

，

ｗ
〉 ｜

〒 ＋ １＋Ｔ ｉ

？ ｌｏｇ

１ ｐ （
ａ ：＋ ｓ＋ １

）

ｄｖ
（
ｉｕ

）
． （

３ ． ３
）

ＴＨ＾Ｐ
３



１ ６２ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

由 于Ａ／ ＜ ０和ｆｃ ＋ Ａ／ ＜
￥

＿

￥

＿

１以及ｆｃ ＜
—

念
，
我们可选取

ｉｎａｘ
｛

＊

—

ｌ
，

ｆｃ ＋
｜
｝
＜ ｓ ＜

盖

一

１ 
—

ｆｃ
＇

和
ｍａｘ

｛ ＾

—

ｌ
，

ｆｃ ＋
＾
｝
＜ ｓ ＜ ０以及

吾

一

ｌ ＜ ｘ ＜
？

—

１ 
—

ｓ
， 使得ｇ （

ｘ
＋ ｓ ＋ １

）

—

言
＜０

和ｇ （
Ａ ：
—

ｓ
）
＜
—

１以及—

ｘ
）
＋ ｐ （

ｘ＋ ｓ＋ １
）

—

１＝
ｐ （

Ａ／ ＋ ｓ ＋ ｌ
）

—

１彡０ ． 由１ ＜
｜
＜＋ 〇〇

与 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 不等式结合 （
３ ． ３

）
式和 引理 ２ ． １

（
２

） （
ｉ ｉ

） ， 可得

（
１
－


ｚ

２

）

－

１

ｌｏｇ
ｇ （
ｘ＋朴

Ｈ
２

ｌ〇ｇ
１３

｜

ｌ
－

〈
ｚ

，

ｗ
＞ ｜

ｅ

ｎ＋
ｑ （

ｉ ＋ Ｔ
）ａ

／Ｈ
＾

ｌｏｇ
＾ ｆｃ

，

＋ ｓ＋ １
）

１ｄｖ
ｔ （
ｗ

）＾ ＼ ＼
ｆ

＼ ＼ ｌ ｔ

（
ｚ

，

ｃ

ｐ ｚ （
ｗ

） ）

ｑ （
ｋ ｓ

）

ｑ （
ｌ ＋ ＊

）

／ ｂ
，

（
Ｃ

） 由于
．

一

｜

—

ｌ ＜ ｆｃ ＜ －

念
， 我们可选

￥

—

ｌ ＜ ；ｒ ＜ ｉ － ｉ －
ｌ
－

ｆｃ
和

？

一

ｌ ＜ ｓ ＜ ｆｃ ＋
ｂ

使得９ （
３ ； ＋ ｓ＋１

）

—

｜
＋

ｇ （
ｆｅ
—

ｓ
）＜

＿

１＜ｇ （
ｆｃ
—

ｓ
）

． 由Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋｉ
不等式结合 （

３ ． ３
） 式和 引

理２ ． １
（
４

）
以及ｆｃ＋ ｆｃ

＇

＝

．

—

＊

—

１
， 可得

＼ ＼

Ｓｘ
＞

Ｔ
＞

ｃ
＞

ｋ
＞

ｋ
／

ｆＥ ．

＜
Ｗ ｑ ＾

ｔ ｆ （
ｗ

）

ｐ
ｌｏｇ

ｐ
（

ｋ＋ｋ
，

＋
＾
＋ １

ｐ ）

计
ｄ＾

ｔＨ
＝

 ｜ ｜

／
｜ ｜ ｐＰ ，

ｔ
＇

情形 （
７

）
．

取 ｐｉ＜
－

１ 和 ｙ
＞ｎ ． 根据 Ｈ６ １ｄｅｒ 不等式和 引理 ２ ． １

（
４

） ， 可得

｛
Ｓｘ＾ ｃＸ＾

ｌ

ｆ Ｋ＾Ｖ

（
１
—

 ｜

忉
丨

２

）

－

１

ｌｏｇ
ｐ

ｉ Ｍ

ｆ Ｂ ｒ （

１
－

Ｚ
２

）

－

Ｐ＾ １
＿

（
０

）

Ｗ；

） ｜

＾Ｍ＾
）

｝

Ｖ

＇

Ｂｎ

ｌｏｇ

｜

／Ｈ ｒ （
ｉ
－ Ｈ

２

）

？

１
—

（
ｚ

，

ｌ／ ；
） ｜

＾
Ｃ
＿

Ｐ
７ ＾Ｐ

ｆ （
ｗ

）

ｐ

（

ｉ
－

＼

ｗ
＼

２

ｙ ｉ〇ｇ
＾ ｋ

，

^

（
ｚ

，

ｉｐｚ （
ｗ

） ）

ｐｋ

ｌｏｇ
：

，ｐ （
ｙ —ｘ

）

Ｈ
：

ｉ
－Ｍ

２
ｌｏｇ

ｌ
－

｛
ｚ

，

（ｐ ｚ （
ｗ

） ）

ｐｋ

ＪＢｎ（

１
－


ｚ

２

）

（ｐ
－

ｌ
） （ ｙ

－

ｒｌ
）

－

ｐＡ １
＿ ｌｏｇ

１
＂＾ １

）

Ｔ

ｄｖ
（
ｗ；

）

． （
３ ． ４

）

－Ｍ
２

我们进
一

步选取 —

１ ＜ ｔ ＜
．

—

１
， 使得ｇ （

ｘ＋１
）

—

｜
—

１ ？ 条件 —

ｇＡ＜１＋ １

ｔ
）
＋

ｑ （ｐ
－

ｌ
） （ｙ

－

ｎ
）

确保可取到 ｎ＜２／＜ 几 ＋

Ｐ＾
ｐ
－

ｉ＼ 使得 ＾＼＋ 亡
—

ｑ （ｐ ｌ
） （ｙ ｎ

）

＞
＿

１和 （
Ｃ
＿ （０

＋

ｎ １＝０ ． 由 １ ＜
＾
＜＋ 〇〇 与 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋｉ 不等式结合 （

３ ． ４
）
式和引理

２ ． １
（

５
） （

ｉ

）
以及— —

１
， 可得

Ｊ Ｂｎ

（

１
—

 ｜

Ｚ
｜

２

尸
＋ ｔ

ｇ （ｐ
—

１
）

（ ｙ ｎ
）

－

ｗ
２

＾
ｌ

｛
ｚ

，

ｉ

ｐ ｚ ｛
ｗ

） ）

ｑｋ

｛
ｚ

， ｌ〇ｇ
Ｐ

ｇ＾＋ １
^

ｄｖ
（
ｚ

）

＾

ｑ

ｄｖ
（
ｗ

）

， Ｂｎ

｜

／ （
ｗ

） ｜

ｐ
ｌｏｇ

ｉ
■Ｐ＾ ＋

ｓ

－Ｈ １
）

—

Ｉ

ｗ
ｌ

２

ｄ＾
ｔＨ＜ ｌ ｌ

／
ｌ ｌ ｐ ，

ｔ
－



张 帆 杨诗琪 张学军广义 Ｆｏｒｅ ｌ ｌ ｉ
－Ｒｕｄ ｉｎ 型算子的有界性 １ ６３２ 期

情形 （
８

）
．

类似情形 （
６

）
的证明

，
我们同样分情形讨论 ：

（
ａ

）Ａ／

ｋ
ｆ

＜

哭 １⑷百瓜 ［ 明 ， ｗ ｉ 」ｍ干７Ｔ 百瓜爪匕 ： ／ｃ
＝

；

－

；

－

１ 且 Ａ ： 〈
告

－

会

－

１
；（

ｂ
）

＊

—

Ｉ 

—

１且Ａ／ ＋ 
Ａ ：＜

暴

—

署

―

２
和

ｆｃ ＜ —

ｊ

； （
ｃ

） 卜 卜 且ｆｃ ＋ 
Ａ／
＝

暴

－

誉

―

２ ．

⑷ 选择 ｐｉ＜
－

１
， 根据 Ｈ６ １ｄｅｒ 不等式和引理 ２ ． ２

（
８

） ， 可得

｛
Ｓ＼＾ ｃ

，

ｋ
，

ｋ
ｆ

＼
ｆ ｛

ｚ
） ｝

＇

ｐ

＜
（
ｉ
－

ｚ＾ ／Ｍ ＾ ｉ
－ Ｈ

２

）

４

ｉ〇ｇ
４ ，“ ） 〉

ｐ （
ｋ ｘ

）

ｉ
〈
ｚ

， — Ｉ

宁 ｌｏｇ

１ 卜网

士 

ｌｏｇ
如＋卜 盖 ）

ｄｖ ．

（

３ ＿ ５
）

ｉ
｜

ｚ
｜

２
，ｒ ．

ｉ Ｈ
２

由于 —

念

一

１
， 我们可选ｍａｘ

｛ ＊

－

｜

－

ｌ
，

ｆｃ ＋
｜ ｝

＜ ；ｒ ＜
￥

－

ｌ
， 使得ｇ （

Ａ ：
－

ａ ；

）＜

—

１＜ｇ （
ｘ＋１

）

—

｜
且ｇ （

ｆｃ
—

ａ ；

）
＋ ｇ （

ａ ；＋１
）

—

｜
＜
—

１ ？ 根据
Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ

不等式结合 （
３ ＿ ５

）
式

和 引理 ２ ． １
（

５
） （

ｉ ｉ

）
以及 ｆｃ

＇

＝

．

－

｜

－

１
， 可得

｜

／Ｈ ｌ

ｐ
ｉ〇ｇ

ｐ
（

ｆｅ
，

ｐ
＋

？
＋ １

）ｅ

’ 丑ｎ

－

ｋ Ｐ

ｄｖ
ｔ （
ｗ

）
＝

 ＼ ＼

ｆ
＼ ＼ ｌｐ ，

ｔ

－

（
ｂ

）
因且ｆｃ

’

＋ｆｃ ＜
｜

－

｜

－

２和ｆｃ ＜ －

｜
， 可选ｍａｘ

｛ ＊

－

１
，

ｉ
＋ ｆｃ

｝
＜

会

＿

ｆｃ
’
＿

２ 和
｜

－

２ ＜ ｘ ＜ｍ ｉｎ
｛

ｉ－
ｌ

，

＾

－

＾

－

ｆｃ
－

２
｝
及 ｘ＋

ｙ ＞
｜

－

》

一

２
（
必有

公共部分 ） ， 使—

ｙ ）
＜
—

１＜
办 

＋
ｙ 
＋ ２

）

－

学 和
－

ｙ ）
＋

ｇ （
；ｒ＋

ｙ
＋ ２

）

－

学
＜
－

１且

ｐ （
Ｖ －

ａ ；

）
＋ ｐ （

ｘ ＋
ｙ
＋ 

２
）

—

２ ＋
ｆ

＝

ｐ （
ｆｃ

＇

＋ ｙ 
＋ 

２
）

－

２ ＋
ｆ
彡０ ■ 利用 引理２ ＿ ２

（
９

） ，
类似 （

３ ． ５
）
式

的证明 ， 可得

＜

｛
Ｓｘ

，

Ｔ
，

ｃ
，

ｋ
，

ｋ
＇

ｆｍ
Ｐ

（
ｌ
－

ｚ＾ ／Ｈ ＾ ｉ
－ Ｈ

２

）

＊

ｌｏｇ
ｌ

（
ｚ

，

＜

ｆ ｚ （
ｗ

） ）

Ｐ （
ｋ ｙ ）

１
－

〈
ｚ

，圳 〒
 ｌｏｇ

２
－咖卄＋ ２

）

命 

ｌｏｇ
＊－

ｆｃ
，

）

ｄｖ
（
ｉｙ

）
．

（
３ － ６

）

ｌ
－

＼

ｗ
＼

２

由 １＜
｜

＜＋ 〇〇 与 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋ ｉ 不等式和 引理 ２ ． １
（
５

） （
ｉ ｉ

） 结合 （
３ ＿ ６

） 式 ， 可得

Ｗ
Ｓｘ＾ ｃ＾ ｋ

＇

ｆ Ｗ ｑ ＾

ｔ

＜

Ｊｂ
／Ｈ

ｐ

（
ｉ
－ Ｈ

２

）

ｔ

ｉ〇ｇ
ｐ （
＾

）

^

ａ
（

１
－


ｚ

２

）

－

１

ｌ〇ｇ
？ （Ｗ ２

） ｆ －

 ｌｏｇ
厂

｛
ｚ

，

（

ｐ ｚ （
ｗ

） ）

ｇ （
ｆｃ ｙ ）

１
－

｛
ｚ

，

ｗ
） ＼

ｒ

／Ｈ
ｐ

ｉ〇ｇ
ｐ （

ｆｅ
，

＋ ２／＋ ２
）

－

２＋
＊

ｄ＾
ｔＨ＜ ｜ ｜

／
｜ ｜ ｐ ，

ｔ
．

＞ Ｂｎ
ｉ
－ Ｍ

２

（
ｃ

）
由于

盖

＿

念

＿

１＜＜
＿

？
， 可选 ｍａｘｄ ２

，

農

＿

暑

＿

而
＿

２
｝
＜￥＜ｍ ｉｎ

｛ ｉ

－

ｌ
，

暴

－

２
－

ｌ

￣

１ ＜ ｙ ＜ ｋ ＋
ｑ

＾ Ｑ （
ｋ
￣

ｙ ）
＞
－

１ｆｎ
－

２＜
ｑ （

ｋ 

－

ｙ ） 
＋

ｑ （
ｘ ＋

ｙ 
＋ 

２
） 

－

２
＾
＜
－

１ ．

根据 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋｉ 不等式和引理 ２ ． １
（
６

） 结合 （
３ ． ６

）
式以及 ｆｃ＋ ｆｃ

＇

＝

￥

－

ｆ

－

２
， 可得

２

Ｐ Ｑ

ｄｖ
ｔ ｛
ｗ

） ｗｍ ，

ｆ

本定理证完 ．

定理 ３ ． ２ 设 １＜９＜＋ ００
， 则 ＳＡ

，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
＇ 从 到 Ｍ

（
凡 ，

ｃｂ
ｔ
） 有界的充要条



１ ６４ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

件为参数满足下列条件之
一

：

（
１

）
－

ｇＡ＜ｆ ＋１＜ｔ＋１且ｃ
＝

Ａ＋ ｔ＋－

ｉ及Ｖ彡０
；

（
２

）
－

ｇＡ＜ ￡ ＋１ ＜ ７

＇

＋１ 且 （： ＜ 入＋ １

＇

＋

（
３

）
－

ｇＡ＜ｆ ＋１
＝

ｔ＋１且ｃ＜Ａ＋及ｆｃ
＇

彡０
；

（
４

）
－

ｇＡ
＝

ｆ ＋ｌ ＜ Ｔ＋ｌ且 ｃ ＜ ｔ ＋
言

一

ｆ及ｆｃ ＜
－

会
；

（
５

）
—

ｇＡ
＝

ｆ ＋ｌ
＝

Ｔ＋ｌ且ｃ ＜
｜
及ｆｃ ＜

—

去
和Ａ／＜ ０

；

（
６

）
—

ｇＡ
＝

ｆ ＋ｌ ＜ Ｔ＋ｌ且ｃ
＝

ｔ＋
＾

—

ｆ及ｆｃ＜
—

念
和ｆｅ

’

＜０
；

（
７

）
－

ｇＡ ＜ ｆ ＋ｌ
＝

Ｔ＋ｌ且Ｃ
＝及ｆｃ

，

彡
一

念
；

（
８

）
—

０

＝
ｆ ＋ｌ

＝
Ｔ ＋ｌ且ｃ

＝

￥
以及Ｆ去

和ｆｃ ＜
—

＊
＿

证 先证必要性．

设 ＳＡ
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
， 是 到 Ｐ

（队 ，＿ ） 的有界算子 ． 首先 ， 类似文 ＿ 中定理 ３ ＿ １

和定理 ３ ． ２ 必要性的证明可得 ：

（
ｉ

）
－

ｇＡ＜１＋ １ 或 －

ｇＡ
＝１＋ １ 且 ｇｆｃ＜

－

１
； （

ｉ ｉ

）ｔ＜ｔ 或

ｔ
＝

ｔ

■

且Ａ ：

＇

彡０ ．

给定 ａ＞
—

１
—

＊ 和 ／
３＞０

，
对任意的 ｕ；ｅ ，

我们取函数

（

ｉ
－ ＨＴ （

ｉ
－

＾
２

）

ａ

’＾
ｍ ＋ｎ＋ ｌ＋ ｔ＋ａ

由 引理 ２ ． １
（

２
） 可得 ｌ ｌ

／Ｊｗ
ｘ１ ． 由 知Ｔ

，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
， 的有界性 ， 知

Ｗ
Ｓｘ＾＾ ｋ

ｊ

ｋ
＇

ｆｗ
＼ ＼ ｑ ，

ｔ＾
＜Ｓ

，

Ａ
，

ｒ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
，

 ｜ Ｍ Ｉ
／ｉ？

｜ ｜

ｌ
，

ｉ
＾

 ｜ ｜

＜５ａ
，

ｔ
，

ｃ
，

／ ｃ
，

／ ｃ

，

 ｜ ｜ 

？ （
３ － ７

）

由 引理 ２ ＿ ３
（

１
） （

２
） ， 可得

（

１
－

 ｜

ｔｕ
｜

２

）

＾
（

ｌ
－

 ｜

ｚ
｜

２

）

ｎ＋ ｌ＋Ａ＋Ｔ＋ａ ｃ

ｆｅ
；ｅ

ｌ
－

｛
ｚ

，

ｗ
）

ｐ＋ｎ＋ １＋ ｔ＋ａ １〇Ｓ１
－

ｋ ｌ

２

＿ｒ （

ｌ
－


＾

２

）

Ａ

（
ｉ
－－


Ｍ

｜

２

）

ｒ＋ａ
｜ 
ｉ〇ｇ

ｉ
＜
ｚ＾ （

Ｍ
） ＞ 

ｆｃ

ＪＤ
（
ｚ

，

ｒ
） ｜

１
－

 （
＾

，

Ｕ
） ｜

Ｃ

｜

１
－

 （
Ｕ

， 
ｗ

） ｜

＾＋ｎ＋ １＋ ｔ＋Ｑ
 ｌ〇ｇ

ｆｅ
，

Ｗ

《 Ｓｘ
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｋ
，

ｋ
ｆ

ｆｗ ｛
ｚ

） （

３ ． ８
）

对任意 ｚＧ成立 ．

由
（
３ ． ７

） （

３ ． ８
） 结合引理 ２ ． ３

（
３

） ，
有

（

１
—


ｉｕ

２

）

ｇ （
ｎ＋ １＋Ａ＋Ｔ

— ｃ
）＋ （

１
＿必打＋ 丄十 ＊

）

 ｌｏｇ
的

’

１
－

Ｚ
２

／
Ｄ

（
ｗ

，

ｒ
）

（
１
－


ｕ；

２

）

＾
（

ｌ
－


ｚ

２

ｙ
（
ｎ＋ ｌ＋Ｘ＋ｒ＋ａ － ｃ

）＋ ｔ

ｌ〇ｇ
ｑ ｋ

＇

｜

１
＿

 ＾
Ｚ

＾

ｗ
＾

ｑ＾＋ ｑ （
ｎ＋ ｌ＋ ｔ

） ＋ ｑ
ａ

ｄｖ
ｔ
（
ｚ

）

＾ ｆｗ （
ｚ

）

ｑ
Ａｖ

ｔ （
ｚ

）＾ ｜ ｜

＊ＳＡ
，

ｒ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
／

／ｕ ｊ
｜ ｜ ｇ ）

ｔ￣ ｌ ｌ

＾
，

ｒ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
／

１ ｜

？

ＪＤ
（
ｗ

，

ｒ
）

对一切 祀Ｇ凡 成立 ，
这表明＋１＋Ａ＋ｔ

－

ｃ
）
＋

 （

１
－

ｇ ） （
ｎ＋１＋ １

）＞０
， 或ｇ （

ｎ＋１＋

Ａ＋ ｔ
－

ｃ
）
＋

（
１
－

ｇ ） （
ｎ＋ １＋ ｉ

）
＝０且 钟

＇

彡０ ． 因此
， 我们得到ｃ＜Ａ＋ ｔ＋

ｎ＋

＾

＋ ｔ－
ｔ

，
或

ｃ
＝

Ａ＋ ｔ ｔ 且 Ａ ：

＇

彡 ０ ． 这样证明 了结果 （
１

） （
６

） 是成立的 ．

下面证明
（

７
）
和

（

８
）
成立．



张 帆 杨诗琪 张学军广义 Ｆｏｒｅ ｌ ｌ ｉ

－Ｒｕｄ ｉｎ 型算子的有界性 １ ６２ ５期

此时只需证 Ｖ＜
—

Ｉ
． 给定 ｇ

＇

ＣＫ ＋ ｉ＞
—

１ 和 Ａ＋ ｉ ＋ ＣＫ＞
—

１
，
我们再取

９ｗ （
ｚ

）

（
１
－ 种

ｉＵ

ｌｏｇ
７

Ｍ
２

，

Ｂ
ｊｉ

．

由 引理 ２ ． １
（
５

） 可得 ｜ ｜

加
｜ ｜〇

ｘ１ ． 另
一

方面 ， 我们知道 Ａ
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
， 的共辄算子为

ｌ〇ｇ

ｆｃ

ｆ （

１
－


ｚ

２

）

ｘ＋ ｔ

ｇ ｛
ｚ

）

Ｓ
ｘ

，

Ｔ
，

ｃ
，

ｋ
，

ｋ
＇ ９ （ ）^

（
ｉ
—


ｗ

２

）

１

｜

ｌ
－

〈
ｕ；

，

ｚ
〉 卜

ｌｏｇ

（ｖ
＞

ｚ （
ｗ

） ，

ｚ
）

由 引理 ２ ． １
（

５
） 可得

Ｓ
＊

Ｘ
，

ｒ
，

ｃ
，

ｋ
，

ｋ
＇ ９ｗ （

ｗ
）
＝

 ｌ〇ｇ

ｆｃ

ｘ ｌｏｇ

ｆｅ
，

＋ １
＿

７

Ｈ
２

＇

Ｂｎ

（
１
－


ｚ

２

）

入＋ ｔ＋ａ
ｋ

Ａ〇Ｓ
ｌ

｛
ｃ

ｐ ｚ （
ｗ

） ，

ｚ
）

１
－

｛
ｚ

，

ｗ
）

入＋ ＣＫ＋ ７ｌ＋ ｌ＋ ｔ

ｄｖ
｛
ｚ

）

这表明对
一

切 Ｗｅ ， 都有

１〇ｇ

ｆｃ＋ １

含
１－ｌ ２

ＸＴ
ｌｒ

，

ｃ
，

ｋ
，

ｋ
＇ ９ｗ ｛

ｗ
）

＾Ｗ
＾
Ｘ

ｔ

Ｔ＾ ｋ＾ ｄｗ Ｗ ｏｏ＾＾
 ｌ ｌ

＾
＼

，

ｒ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
／

Ｉ

＊

这样必有 ＋ １
—

合
＜０

， 即 Ａ／＜
—

念
．

至于充分性 ，
对任意的 ／

Ｇ根据 Ｍ ｉｎｋｏｗｓｋｉ 不等式 ， 可得

５
，

Ａ
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

Ａ ：

，

／ ｇ ，

ｆ

《

乂
（

１
－

Ｍ
２

）

Ｔ

／Ｍ 
ｉ〇ｇ

ｆｃ
’

１
＿＾

｜

２

然后利用 引理 ２ ． １ 分别设八种情形 ， 容易验证
｜

ＳＡ
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
／

／
｜ｗ￥ １ １

／
１ １ ＾

．

本定理证完 ．

定理 ３ ． ３ 设 １＜
ｐ

＜＋〇〇
，
则 艮

，

Ｔ
，

Ｃ
，Ｍ

＇ 从 Ｐ （凡 ，咖 ）
到 Ｌ

°°

（队 ） 有界的充要条件为

参数满足下列条件之
一

：

（

１
）Ａ ＞ ０和 亡 ＋１ ＜ｐ （

ｒ＋ １
）
且ｃ ＜ ｎ＋ｌ＋ Ａ＋ ｒ

－
ｎ＋

Ｊ

＋ ｔ

；

（
２

）Ａ ＞ ０和ｔ ＋ｌ ＜＋ １
）
且ｃ

＝
ｎ＋ｌ＋ 入 ＋ ｔ

－
ｎ＋

＾

＋ ｆ

及ｆｃ
’

＜０
；

（
３

）Ａ ＞ ０和ｉ ＋ｌ
＝

ｐ （
ｒ＋ １

）
且ｃ ＜ ｎ＋ Ａ

—

会
及ｆｃ

＇

〈
去

一

１
；

（
４

）Ａ
＝

０和ｔ ＋ｌ ＜＋ １
）
且ｃ ＜ ｎ＋ｌ＋ Ｔ

－
ｎ＋

ｐ

＋ ｆ

及＜０
；

（
５

）Ａ＝ ０和 亡 ＋１
＝

ｐ （
ｒ＋ １

）
且ｃ ＜ ｎ

－

言
及ｆｅ彡 ０与ｆｃ

＇

〈
告

一

１
；

（
６

）Ａ＝０和ｔ＋ｌ ＜ｐ （
Ｔ＋１

）
且ｃ

＝ｎ＋ｌ ＋ ｒ
—ｎ＋

ｐ

＋ ｆ

及Ａ ： ＜ ０与还有

左 ＋ ｆｃ
’

彡
去

一

１
， 但要除去情形 ｆｃ

’

＝〇
＝

ｐｆｅ ＋ ｐ
－

ｌ 和 ｆｃ＝〇 ＝ ｐｆｃ
’

＋ ｐ
－

ｌ
；

（
７

）Ａ
＝

０
和ｔ ＋ ｌ

＝

ｐ （
ｒ ＋ ｌ

）
且ｃ

＝
ｎ
－

言
及＾ ＜

＊

－

１与
Ａ ： ＜ ０还有

Ａ ： ＋ ｆｃ
＇

彡
暴

一

２
，

但要除去情形 ｆｃ
＝０

＝Ａ／＋ 
２
—

ｆ



１ ６６ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

证 充分性方面 ，
我们选取核函数

Ｋ
（
ｚ

＾

ｗ
）

（

ｌ
－

｜

ｚ
｜

２

）

Ａ

｜

ｌ〇ｇ Ｔ３
（
ｚ

， Ｖ ｚ ｛
ｗ

） ）

＼

ｋ
ｌ〇＾

ｋ

ｃ
ｔ （

ｉ
－


ｗ

２

ｙ
ｒ

ｉ
－

 ｛
Ｚ

，

Ｗ
） ＼

Ｃ

ｚ
，

ｗｅＢｎ ，

则

５＼
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
＇

／⑷ ＝

／Ｋ （
ｚ

，

ｗ
） ｆ （

ｗ
）
ｄｖ

ｔ （
ｗ

） ，ｚｅＢｎ
．

Ｊ Ｂｎ

根据引理 ２ ． ５
（
１

） ， 我们只需要证明 Ｋ
（
ｚ

，

．

） ＃

一致有界 ， 即

ｓｕｐ ／

Ｚ ＾ＢｎＪＢｎ

（
ｌ
－

ｚＹ
＾

ｌｏｇ
ｌ

｛
ｚ；Ｖ ｚ ｛

ｗ
）／Ｈｏｇ

＾
＇

（
１
－


ｕ；

２

）

Ｐ
，

（
ｔ
－

＇

ｒ
）

－

ｔ

｜

ｌ
－

 （
ｚ

，

ｗ
）

Ｐ
＇

ｃ

１Ｈ＜＋ 〇〇 ？

根据引理 ２ ． ２
， 分情况综合起来可验证在题设 ７ 种情形下符合要求 ．

必要性方面
，
设 ＳＡ

，

Ｔ
，

ｅ
，ｗ 从 Ｐ （队 ，

ｄ％ ）
到 有界．

给定ａ＞ｍａｘ
｛

—

￥ ，

—

１
—

ｔ
，

ｃ 

—

ｔ
－

ｎ

－

１
｝ ，
取／ （

ｚ
）
＝

（
１
—

 ｜

；ｚ
｜

２

）

ａ

，
则／

ｅｄｗ
ｔ ）

＿

根据引理 ２ ． ２
（
５

） 可得

Ｓｘ＾ ｃ＾ ｋ
＇

ｆ ｉ
ｚ

）
－

 （

１
－

 ｜

＾
｜

２

）

Ａ
 ｌ〇ｇ

ｆｅ

ｉ
＿

ｅ

卜 丨

２
，ＺＧＢｎ

＿

若 私
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
＇

／
ｅＬ

°°

（队 ） ，
则必有 ： Ａ ＞ ０

， 或 Ａ
＝

０ 且 类似文
［

１ ８
］
中定理 ３ ． １ 必要性

的证明可得 ： ｌ
＋ 

ｉ ＜ Ｐ （
ｌ

＋ ｒ
） ，
或 ｌ

＋ 
＊
＝

ｐ （
ｌ
＋ ｒ

）
且 ｆｃ

＇

＜
￥

－

１
， 只不过此时用到 ｉＨＳｍ ｃｋ；

）

含在 的对偶空间 以及共轭算子为

＾
Ｘ

，

Ｔ
，

ｃ
，

ｋ
，

ｋ
＇ ９ （
ｗ

）

ｌ〇ｇ

ｆｃ
’

由
（
１
－


ｕ；

２

）

ｔ
－

Ｔ

’
Ｂｎ

（

ｉ
－


＾

２

）

Ａ

ｇ （
＾

）

Ｃ
ｔ

ｌ
－

（
ｗ

，

ｚ
） ＼

ｃ

ｌｏｇ

（
ｉｐｚ （

ｗ
） ，

ｚ
）

ｄ＾
（
ｚ

）
．

对任意的 ｗｅ ， 我们取属于 ｉＰ

（
ｓ
？ ，

ｃｋ；
ｔ ） 的函数

＃ ）

＝

（

卜… （

）
． ：ＪｆＪ：

）

二ｚ ＆ Ｂｎ
．

Ｉ

ｉ
－Ｍ ｌ

１

类似 （
３ ． ８

）
式的证明并利用 的有界性且取 ｚ

＝
？；

， 可得

ｓｕｐ（
１
－

 ｜

ｉｏ
｜

２

）

ｎ＋ １＋Ａ＋Ｔ
＿

＂

＾
±ｉ

＿

ｃ

ｌｏｇ

ｆｅ
，〇

ｗ ＥＢｎ

＜＋ 〇〇 ？

因而 （ ： ＜ ７１ ＋ 
１

＋ 入 ＋ ７
—

＾
±
＾ 或 （ ；

＝
７１ ＋ 

１
＋ 入 ＋ ７

－

＾
＾ 且 左

，

彡 ０ ＿ 这表明结论 （
１

） （
５

）

成立 ．

为了证明 ⑹ 的结果中余下的条件 ，
对 ｐａ＋ ｉ＞

－

１ 且 ｔ＋ ａ＞
－

１
， 我们先取

， 、 （
１
－

 ＼

ｚ
＼

２

）

ａ

ｆ ， ， ｅ
２

＝

 ｓｓ
ｕｆ

ｌｏｇ

－

ｐ
６

１
－

Ｎ
２

＞

ＺＧ 万几
．

由 引理 ２ ． １
（
７

） 可得 ｜ ｜

ｆｅ
｜ ｜ ｐ ，

ｔ
ｘ１ ． 再 由 引理 ２ ． ２

（
２

） （
６

）
得

＾Ｘ
，

ｒ
，

ｃ
，

ｋ
，

ｋ
ｆ

｛

ｌｏｇ ｌｏｇ ｒｑ＾ｐ ｝

Ｐ

 ｛
ｌ
－

＼

ｚ
＼

２

Ｙ
＋ａ

ｌｏｇ
１３

（
ｗ

，

（

ｐｗ （
ｚ

） ）

ｄｖ
｛
ｚ

）

＇ Ｂｎ

—

｛
ｚ

， 
Ｗ

）

ａ＋ｎ＋ １＋Ｔ
 ｌｏｇ

ｐ
± ｋ

ｆ

ＩＨ＾
２



张 帆 杨诗琪 张学军广义 Ｆｏｒｅ ｌ ｌ ｉ
－Ｒｕｄ ｉｎ 型算子的有界性 １ ６７２ 期

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

１

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

１

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

ｗ

ｗ

ｗ

ｗ

ｗ

ｌｏｇ

ｆｃ
Ｐ

ｊ

ｒ

＾ ，ｋ 〈
一

１
，

ｋ＜ｋ
’



，

ｗ
ｚ

 ｐ

ｌｏｇ

２

１

ｐ

＿ 
ｌ

２

）
１〇ｓ

ｘ１
ｉ

Ａ Ｊｏｇ

１

ｌｏｇ

ｆｃ
，

ｐ

ｋ

１
－ Ｍ

２
，

ｊ ［ ２ 
５ｋ＞

—

１
，ｋ

ｆ
 ＞

—

１
，

＼

ｗ
＼

Ａ

 ｐ

－

１＝ｆｃ彡ｆｃ
’



，

—

＼

ｗ
＼

２

ｋｅ

，

ｋ
ｆ
 ＜

—

１
，ｋ

ｌ



（ｋ
，

Ｐ Ｐ

－

１＜ｋ ．

ｗ
２ 

Ｊ釦

ｐ

若ｓｕｐＳＡ
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
，

／ｕ； Ｃ
ｕ；

）
＜＋〇〇

，
则必有

ｆｃ＋ ｆｃ
＇

彡
￥ 

—

１
， 但要除去情形ｆｃ

＝
０
＝

ｗ ｅＢｎ

我们再证除去情形 ｖ＝〇 ＝ ｐｆｃ ＋ ｐ

＿

１ ． 再取

（

ｌ
－

Ｎ ｌ

２

）

＾
｛

ｌｏｇ ｌｏｇ
ｌ＾ｐ ｝ｆｔ ｐ

ｈ
ｗ （

ｚ
）
＝ ＾

ｎ＋ ｌ＋ｒ －

ｎ＋ ｌ＋ ｔ

ｌｏｇ
１
－

｛
ｗ

，

（

ｆｗ （
ｚ

） ）

２ －ＧＢ
ｊｉ

，

１
－Ｍ Ｉ

３

由１＋ ｆ＜ ｐ （
ｌ＋ Ｔ

） 可得５
＝

ｇ
＞－ １

，
又 ｛ｐ （

ｎ＋ ｌ＋ｒｙ ｎ ｌ ｔ
｝＝ｎ ＋ ｉ＋ ＆由 引理

２ ． ２⑷ 可得
１

Ｍ
Ｐ

ｐ ，

ｔ

Ｃｔ （
ｌ
－

 ＼

ｚ
＼

２

）

＾
｛

ｌｏｇ ｌｏｇ｝ ｌｏｇ

／ ｓ？ ｜

１
－

 ｛
ｚ

，

ｗ
）

但 由 引理 ２ ． ２⑷ 有

＾
Ｏ

．

ｒ
．

ｎ＋ ｌ＋ｒ

＂＋

＾

＋ ｔ

ｐ （
ｎ＋ ｌ ＋ ｒ

） 

— ｎ －

ｐ １

ｄｖ
（
ｚ

）
ｘ１ ．

（
１
－


ｚ

２

）

＾＝ｒ

ｊ

ｌｏｇ ｌｏｇ＾ ｉ

ｒ

｝

ｉ
１

ｌｏｇ ｉ：

（
ｗ

，

＜

ｐｗ （
ｚ

） ）

＇

Ｂｎ

ｐ （
ｎ ＋ ｌ ＋ Ｔ

） 

ｎ １  ｔ

ｄｖ
｛
ｚ

）

ｌｏｇ 

ｌｏｇ

ｅ
２

１

ｉ
－ ｉ

Ｊ
冷 ｓｕｐＳ

，

〇
ｉ

Ｔ  ｒｌ＋ １＋Ｔ
＿

ｎｊ

＾
＋ ｔ

ｉ

Ｉ ＿
ｌ

ｉ

Ｑ
／ｌｔｏ （

ｕ；

）
＝

＋ 〇〇 ．

－ Ｋ

下面证明
（
７

） 中的 ｆｃ＋ Ｖ 彡
晨

－

２ 成立？ 我们 已经证明 了ｆｅ 彡 ０ 和 因而只

需要在范 围 Ａ／ ＞
暴

－

２ 和 ｆｃ ＞
＊

—

１ 内证明 ｆｃ＋ ｆｃ
＇

＜
爹

－

２ 即可 ． 假设 ｆｃ＋ ｆｃ
＇

＞
爹

－

２
， 我们

可选 一

２
－

ｆｃ
－

ｆｃ
’

＜ｘ＜
－

暴
使得 ｐｘ＜

－

２
和 一

２＜ｆｃ
’

＋ 
ｘ＜

－

１＜ｆｅ以及ｆｃ ＋ 
ｆｅ

’

＋ ａ ；
＋ 

２＞０ ■

取

ｈｙｊ

（

ｉ
－

Ｎ
２

）

ｉ＋ ｔ

ｌｏｇ

＂

ｉ
＿Ｍｒ

〇

１
－

ｋ ｉ

２
，

由 引理 ２ ． １⑴ 可得 ｘ１ ． 但根据引理 ２ ． ２
（
９

） ， 我们有

ｚＧＢｎ ．

ｓｕｐＳ＼
ｊ

Ｔ
ｊ

Ｃ
ｊ

ｋ
，

ｋ
＇ ｈｗ

（
ｗ

）
＝ｓｕｐ／

ｗ ￡Ｂｎｗ £ ＢｎＪＢｎ

１ ｎ ｏ
－
ｆｅ

／

＋ ａ ：ｅ ｅ

ｋ

１〇Ｓ １ ＾
２

１０§
ｌ

（
ｗ

，

＜

ｐｗ （
ｚ

） ）

（
ｉ
－

Ｎ
２

）
１
—

 （
ｚ

， 
ｗ

）

ｎ

Ａｖ
｛
ｚ

）

ｘｓｕｐｌｏｇ

ｆｃ＋ ｆｅ＋ｘ＋ ２

—

＼

ｗ
＼

２
＋ ００ ．



１ ６８ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

该矛盾说明 ｆｃ＋ Ｖ 彡
ｆ

—

２ ． 至于除去情形 ｆｃ＝０＝Ａ／＋ ２
—

｜
， 取引理 ２ ． ４ 中的函数 仏 ，

由 于 ＊５
０

，

Ｔ
，

ｎ
｜ ，

０
，

｜
２

＿ｆｆｕ ； Ｃ
ｕ；

）
＝ Ｆ

（
１／；

） ， 利用 弓 丨
理 ２ ． ４ 的结果即可 ．

本定理４完＝

定理 ３ ．４ＳＡ
，

Ｔ
，

ｃ
，

ｆｃ＃ 在 Ｌ
°°

（私０ 上有界的充要条件为参数满足下列条件之
一

：

（
１

）
—Ａ＜ ０ ＜ ７

＿

＋ １ 且 〇 ＜ ７１ ＋ １ ＋ 入＋ ７

＿

；

（
２

）

—入＜ ０ ＜ ｔ＋１且ｃ
＝

ｎ＋ｌ＋ Ａ＋ ｒ以及ｆｃ
＇

＜０
；

（
３

）
－Ａ ＜ ０

＝
ｔ＋１且ｃ 彡ｎ＋Ａ以及ｆｃ

’

＜
－

１
；

（
４

）
－Ａ

＝
０ ＜ ｔ＋１且ｃ ＜ ｎ＋ｌ ＋ ｒ以及ｆｃ彡０

；

（
５

）
－

Ａ＝０ ＜ ｔ ＋ １且ｃ
＝

ｎ＋ｌ＋ Ｔ和与ｆｃ
’

彡０以及—

１除去情形

Ａ／＝〇
＝ｆｃ＋ｌ和ｆｃ＝〇＝ｆｃ

’

＋ ｌ
；

（
６

）
—Ａ

＝
０
＝

ｔ＋１且 ｃ ＜ ｎ 和彡０和Ａ／ ＜
—

１
；

（
７

）

—入 ＝０＝ｔ＋１ 且 ｃ＝ｎ 和及 ｆｃ
’

＜— １ 与 ｆｃ＜０ 以及 ｆｃ＋ｆｃ
’

＜
—

２ 除去情形

ｋ
＝０＝ ｋ

ｆ

２ ，

证 我们选取核函数

Ｋ
（
ｚ

，

ｗ
）

（
１
－


ｚ

２

）

Ａ

（
ｌ
－

 ｜

ｗ
｜

２

）

＇


ｌｏｇ

ｆｃ
 ｌｏｇ

｜

１
－

（
ｚ

，

ｗ
） ＼

ｃ

ｗ

ｌ ｗ

＇

２

ｚ
，

ｗｅＢｎ ，

则

Ｋ
（
ｚ

，

ｗ
） ｆ （

ｗ
）
ｄｖ

（
ｗ

） ，

ｚＧＢｎ
．

根据引理 ２ ． ５ 可知 ，
私

，

Ｔ
，

ｃ
，＾ 在 （队 ）

上有界当且仅当

Ｋ
（
ｚ

ｙ

ｗ
）
ｄｖ

（
＾

）
ＧＬ

°°

（
Ｂ
ｎ ）

．

根据引理 ２ ． ２
， 可分情况可得出相应结果 ， 详细过程略去 ．

本定理证完 ．

定理 ３ ． ５＆
，

Ｔ
，

ｃ
，ｗ 从 Ｌ

１

（艮 ，＿ ）
到

（凡 ） 有界 ，
当且仅当满足下列条件之

一

：

（

１
）Ａ ＞ ０

，

亡＜ Ｔ且Ｃ
＝ 入 ＋ Ｔ

—

ｔ及ｆｃ
’

彡０
；

（
２

）Ａ ＞ ０
，

ｉ ＜ ７

■

且ｃ ＜ Ａ＋ ｔ
—

ｔ
；

（
３

）Ａ＞０
，

亡 ＝ ｔ 且 ｃ 彡 入 及 ｆｃ
＇

＜０
；

（
４

）Ａ
＝

０
，

ｔ ＜ Ｔ且ｃ ＜ ｔ
—

ｔ及

（
５

）Ａ
＝

〇
，

亡 ＝ ｔ

■

且ｃ 彡０及ｆｅ ＜ ０和ｆｃ
’

彡０
；

（
６

）Ａ
＝

０
，

ｔ ＜ Ｔ且ｃ
＝

ｔ
—

ｔ及和Ａ ：

＇

彡０ ？

证 必要性方面
，
利用定理 ３ ． ３ 的证法可得

Ａ ＞ ０
， 或

Ａ
＝

０且 亡＜ ｔ
， 或ｔ

＝
ｒ且Ａ ：

’

＜ ０
；

ｃ ＜ Ａ＋ ｒ
—

亡
，
或ｃ

＝Ａ＋ ｔ
—

亡 且ｆｔ
’

彡０ ？

充分性方面利用 引理 ２ ． ５
（
１

）
立即得到结果 ．

下列两个问题可以考虑 ：
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问题 １ ： 定理 ３ ． １ 中的条件是不是充要条件 ？

问题 ２ ： 对于如下算子 ：

＾
！＼

，

Ｔ
，

Ｃ
，

ｆｃ
，

ｆｃ
’

／ （
之

）

（

１
－

卜  ｜

２

）

Ｔ

／Ｍ ｅ

ｉ
－

〈
之

，

ｅ

ｌ
－ Ｍ

２
ｄ？；

（
＾

）

有没有同样的结果 ？
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