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提要 具有延迟参数的 Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ 算子的逆谱问题是 Ｓ ｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ 理论的
一

个重要分 支 ． 延

迟参数的 Ｓ ｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ 微分方程可用于对声波信号的传输以及液压冲击或其他波过程的模拟 ． 本文

主要研究有限区 间上具有延迟变量的二 阶 Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ 算子的特征值及其逆谱问题 ，
利用势函数的

Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 展开式的方法得出 了相应的逆谱问题的唯
一性定理

， 即在某些假设条件下 由边值问题的两组谱

可 以唯
一

确定延迟变量 ｔ 和势函数 最后本文给 出势函数的重构筧法 ．
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本文考虑有限区间
［

〇
，

７Ｔ
］

上具有延迟参数的 Ｓｔｕｒｍ
－Ｌ ｉｏｕｖｉ ｌ ｌｅ 算子在两组不同边界条

件下的两个边值问题 ＝１
，

２
） ，
具体研究 内容如下 ：
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在边界顶点 〇 处满足 Ｄ ｉｒ ｉｃｈ ｌｅｔ 条件
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〇
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＝
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１ － ２
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在边界顶点 ＴＴ 处满足含有特征值的
一

次线性二项式的边界条件
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ｔ 为延迟参数 ， 势函数 咖 ）
为区间
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上的复值函

数并且连续 ，
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Ｔ
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Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖｉ ｌ ｌｅ 问题起源于 １ ９ 世纪初对 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 热传导问题的数学处理
，
它的理论

应用极其广泛 ，

已涉足于数学物理 （
如波动方程 、 热传导方程 、 薛定愕方程 ）

和工程技术等

各类应用及理论学科 ， 许多实际问题的解决可归结为对 Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖｉ ｌ ｌｅ 问题的特征值与
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特征函数的研究 ， 微分方程耦合不同的边界条件构成了微分方程边值问题 ， 可以描述特定

的物理现象 ． 因此
，

Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖｉ ｌ ｌｅ 问题 已经逐步成为数学和物理学界的
一

个重要理论研

究分支 ， 并受到相关领域专家及学者的广泛关注和深入研究 ．

随着对谱理论的深入研究并加以推广 ，
到上世纪中叶开始研究带有延迟参数的 Ｓｔｕｒｍ－

Ｌ ｉｏｕｖｉｌ ｌｅ 微分算子 ， 并且对于具有延迟参数的微分算子的逆谱问题的研究有了越来越多

的兴趣 （
见

［

１ １ ９
］ ） ， 其主要的研究方向是在给定谱的情况下恢复 Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖｉ ｌｌｅ 算子的

问题 ．

这类延迟参数的 Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ 微分算子通常更适合于模拟各种现实世界 中具有非

局域性质的过程 ， 并出现在许多研究领域 ，
包括 自 动控制理论 、 自 振荡系统理论 、 生物学 、

经济 中的长期预测 、 液压冲击建模以及 自 然科学和工程的其他分支 （
见

［

１ ０ １ １
，

１ ４
］ ）

． 例

如 ， 液体火箭发动机 ［

１ ４
］ 的燃烧过程可以利用具有延迟参数的 Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖｉ ｌ ｌｅ 微分方程进

行模拟 ， 其 中对延迟参数的物理解释是根据从推进剂喷射时刻到推进剂燃烧时刻发生燃

烧时间的延迟 ． 在这种情况下 ， 势函数 ｇ （
ａ
〇 描述了导致这种延迟的所有参数的影响 因素 ，

例如 ： 推进剂进料线的截面积 、 火箭喷嘴通道面积 ．

对于许多具体边值问题 ， 特征值参数不仅可以 出 现在微分方程中 ，
还可以 出现在边界

条件里 ． 对于两边界条件都含谱参数的 Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ 算子的 问题 ，
它的物理背景是 由两

端连接于可以在滑道上运动的物体上的弦的振动方程分离变量时得到的 （
见

［

１ ９
］ ）

． 目前

人们对于含有特征值参数边界条件且具有延迟变量的 Ｓｔｕｒｍ－Ｌ ｉｏｕｖｉ ｌ ｌｅ 算子问题的谱特征

及其反问题却很少有研究 ， 所以本文对这方面进行探索 ．

本文假设 Ａ＝

／；
ｇ （

ｆ
）
ｄｆ

＃
０ ． 下证延迟参数 ｔ 和势函数 ｇ （

ａ ；

） 可以 由谱 ｈ 和 Ｌ
２ 唯

一

确定 ． 具体来说 ， 本文设 神 是边值问题 （ｊ
＝１

，

２
）
的谱 ， 所讨论的反问题是

在某些假设条件下 由 两组不同边界条件的谱 ＝１
，

２
）
唯一确定势函数

＝１
，

２
）
和延迟变量 Ｔ ．

本文首先利用边界条件构造出该算子的示性函数 ， 从而使得特征值问题转化为某个整

函数的零点问题 ； 其次将满足边界条件的解代入其中 ， 得出示性函数的具体表达式 ；
然后选

取适当 的 围道并利用 留数定理计算出示性函数的渐近估计式 ； 最后利用势函数的 Ｆｏｕｒｉｅｒ

展开式得出反问题解的唯
一

性定理以及势函数的重构算法 ．

§
２ 谱性质

本节我们将讨论算子 ＝１
，

２
）
的特征值的渐近表达式及示性函数的乘积分解

式 ，
得到下列引理 ． 首先 ， 我们通过方程的基本解及边界条件构造出边值问题 ＝
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１
，

２
） 的示性函数 ，

从而将求解示性函数转化为求解
一

个整函数的零点 问题 ．
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＋  ｉｇ ， 令函数 ｙ （

ａ ；

，

Ａ
）
是方程 （

２ ． １
）
在初始条件 ｙ （
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２
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下面给出方程 （

２ ． １
）
的解的具体形式 ．

为此 ， 将方程 （
２ ． １

）
两端关于 ｚ 求导 ，
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因此
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Ｓｍ
（Ｐ （

；

Ｔ
） ）

Ｊ
ｑ （

ｔ
）
ｄｔ
－

＆
ｑ （

ｔ
） 
ｓ ｉｎ

（ ／
｝

（
ｘ
－

２ｔ
－

＼

－

ｒ
） ）
ｄｔ ． （

２ ． ９
）

由 引理 ２ ． ３ 中的渐近估计式可以得到当 ｘ＞ｔ 时 ， ：ｙ （
ｘ

，

Ａ
）
和 ？／ （

〇 ；

，

Ａ
）
的渐近估计式为

ｓ ｉｎ
（ｐｘ ）ｃｏｓ

（ｐ （
ｘ
—

ｒ
） ）

ｙ （
ｘ

，

Ｘ
）

ｐ

２ｐ
２

２ｐ
２

ｑ （
ｔ

）
ｄｔ

ｑ （
ｔ
） 

ｃｏｓ
（ｐ （

ｘｒ
） ）
ｄｔ ＋

３

Ｉｍｐ ７ｒ
、

Ｐ
３ ＞

＾ （
ｘ

， 
Ａ

）
＝

ｃｏｓ
（ ／

？ｘ
）
＋

ｓ ｉｎ
（ ／

？

（
ｘ
—

ｒ
） ）

２ｐ

ｑ （
ｔ

）

ｄｔ

２
／
＞

．

ｑ ｛
ｔ

） 
ｓ ｉｎ

（ｐ （
ｘ
—

２ ｉ ＋ ｒ
） ）
ｄｔ ＋

３
Ｉｍｐ ７ ｉ

（

２ ． １ ０
）

（

２ ． １ １
）

下面给出边值问题 ＝１
，

２
）
的示性函数的表达式 ． 为 了简洁 ，

令

Ａ＝＝

Ｊ
ｑ （

ｔ
）

ｄｔ
，

Ｍ
｛ｐ ，

ｒ
）

＝＝

＼
Ｊ

Ｑ （
ｔ
） 

ｓ ｉｎ
（ｐ （

２ｔ 
－

ｒ
） ）
ｄｔ

，

Ｍ ｛ｐ ， 

ｔ
）

＝＝

■
ｙ

＊

你 ）
ｃ〇ｓ

（ｐ （
２ｔ
－

Ｔ
） ）

ｄｆ
，

Ｃ
ｉ ｛ｐ ，

ｒ
）

＝＝

＼

ｓ ｉｎ
（ｐ
ｒ

） ，

〇２ ｛ｐ ， 

ｒ
）

＝＝

＼

ｃｏｓ
｛ｐ
ｒ

）
．

（
２ ． １ ２

）
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弓 丨
理 ２ ． ２ 边值问题 玛 ） 〇

＝１
，

２
） 的示性函数 ＆ 可以表示为

Ａ
，  （
Ａ

）
＝

ｙ

＇

（
ｎ

， 
Ａ

）
＋ 
Ｈ＾ ｙ＾ ， 

Ａ
） ，ｊ

＝１
，

２ ． （

２ ． １ ３
）

弓 丨
理 ２ ． ２ 说明边值问题 馬 ） 〇

＝１
，

２
） 的特征值集与示性函数 Ａ＾Ａ

） 的零点集
一

致
， 从而表明求解微分算子 的示性函数可以转化为求解 Ａ

ｊ （
Ａ

）
的零点 问题 ． 为

了求解示性函数 ＡｙＡ
） 的零点 ， 我们需要先计算出示性函数 Ａ

ｊ （
Ａ

）
的渐近表达式 ． 因此将

（
２ ． １ ０

） （

２ ． １ １
） 代入 （

２ ． １ ３
） ，
我们有

？

（
入

）

＝ ｃｏｓ
（ ／

〇丌
）
＋
（ｇ⑷ 

ｃｏｓ
（ｐ （

７ｒ
－

ｔ
） ）ｙ （

ｔ
－

ｔ
，

＿＼
）
ｄｔ
－

（
ａ
ｊ ／

〇

２

＋ ＆
】

？

）

［

ｓ ｉｎ— ）

Ｊ
Ｔ ＬＰ

ｒ
ｑ （

ｔ
）
ｓｍ

（ｐ （
７ｒ
－

ｔ
） ）

化简可得

ｙ （
ｔ
－

ｔ
， 
Ｘ

）
ｄｔ

Ａ
ｊ （
Ａ

）
＝

ａ
ｊ 

ｐ ｓｍ
（ｐ７ｒ

）
＋ ｃｏｓ

（ｐ
７ｒ

）
＋

（

２ － １ ４
）

ｂ
ｊ 

ｓ ｉｎ
（ ／

？７ｒ
）

Ｐ

＋ ａ
ｊ ｐ

Ｊ
ｑ （

ｔ
） 
ｓ ｉｎ

（ｐ （
７ｒ
－

ｔ
） ） ｙ （

ｔ
－

ｒ
， 
Ｘ

）
ｄｔ

＋［ｑ （
ｔ

）
ｃｏｓ

（ｐ （
７ｒ
－

ｔ
） ） ｙ （

ｔ
－

ｒ
，

Ｘ
）
ｄｔ

因为

＋
？ｙ

＊

ｇ （
ｔ

） 
ｓ ｉｎ

（ｐ （
７ｒ
－

ｔ
） ） ｙ （

ｔ
－

ｔ
，

Ａ
）
ｄｔ ．

（

２ ． １ ５
）

ｙ （
ｔ
－

ｒ
， 
Ａ

）

＝

ｓ ｉｎ
（ｐ （

ｔ
＿

Ｔ
） ）

 ！

（

２ ． １ ６
）

ｑ （
ｔ

） 
ｃｏｓ

（ ／
？

（
７ｒ
—

ｔ
） ） 

ｓｍ
（ｐ （

ｔ
—

ｒ
） ）
ｄｔ
＝

＼ Ｊ
９ （

ｉ
） ［

ｓ ｉｎ
（ ／

３

（
７ｒ
－

ｒ
） ）

—

ｓ ｉｎ
（ ／

｝

（
７ｒ
－

２ｔ
－

＼

－

ｒ
） ） ］

ｄｉ
， （

２ ＿ １ ７
）

ｑ （
ｔ
） 

ｓ ｉｎ
（ｐ （

７ｒ
—

ｉ
） ） 

ｓ ｉｎ
（ｐ （

ｔ
—

ｒ
） ）
ｄｔ＝

ｉｒ
￣

２
Ｊ

Ｑ （
ｔ
） ［

ｃ〇ｓ
（ｐ （

７ｒ
－

ｔ
） ）

—

ＣＯＳ
（ｐ （

７Ｔ
＿

２ｔ ＋ Ｔ
） ） ］

ｄ古
， （

２ － １ ８
）

所以将上述表达式 （

２ ． １ ６
） （

２ ． １ ８
） 代入 （

２ ． １ ５
） ， 可得

Ａ
ｊ （
Ａ

）
＝

ａ
ｊ 

ｐ ｓｍ
（ｐ７ｒ ）

＋ ｃｏｓ
（ ／

＞７ｒ
）

＿Ｍ
ＣＯＳ

（ ／

９
（
７Ｔ
—

Ｔ
） ）

＾［ｑ （
ｔ

） 
ｃｏｓ

（ ／
？

（
７Ｔ
－

２ ｔ
－

＼

－

ｒ
） ）
ｄｔ＋

＾ 

ｓ ｉｎ
（Ｐ

７ｒ
）

＋
Ａ

ｓ ｉｎ
（ ｙ

９
（
７ｒ
－

ｒ
） ）

Ｐ

Ｉｍｐ ７ｒ
＇

２ｐ

２ｐ ．

／
ｐ 

Ａ １ １ １
Ｐ

ｑ （
ｔ
） 

ｓ ｉｎ
（ ／

？

（
７ｒ
－

２ ｔ
－

＼

－

ｒ
） ）
ｄｔ＋

^

ａ
ｊ ｐ

ｓ ｉｎ
（ｐ７ｒ

）
＋ ｃｏｓ

（ ／
＞７ｒ

）
ｃｏｓ

（ｐ
ｒ

） 

ｃｏｓ
（ ／

＞７ｒ
）

＜^
ｏ
Ａ

ｓ ｉｎ
（ ／

？Ｔ
） 
ｓ ｉｎ

（ ／
＞７ｒ

）

ａ
ｊ 

ｓ ｉｎ
（ｐ

７ｒ
）

ｑ （
ｔ

） 
ｓ ｉｎ

（ ／
）

（
２ｔ
—

ｒ
） ）

ｄｔ



１ ７６ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４５ 卷

ｂ
ｊ

ｓ ｉｎ
（ ／

？ ７ｒ
）Ａ

ｃｏｓ
（ｐｒ ） 

ｓ ｉｎ
（ｐ７ｒ

）

—

ｓ ｉｎ
（ｐｒ ） 

ｃｏｓ
（ｐ７ｒ

）

ｐ２ｐ ２ｐ

〇
（

Ｉｍｐ ｜

７ｒ
、

ｐ
２ｒ

因此示性函数 Ａ
） 的渐近表达式为

Ａ
ｊ （
Ｘ

）
＝

ａ
ｊ ｐ

ｓ ｉｎ
（ｐ７ｒ

）
＋

 ［

１
—

ａ
ｊ
ＡＣ２ （ｐ ，

ｒ
）
＋ ａ

ｊ
Ａ

２ （ｐ ，

ｒ
） ］

ｃｏｓ
（ｐ７ｒ

）

－

［

ａ
ｊ
ＡＣ

ｉ （ｐ ， 

ｔ
）
＋ ａ

ｊ
Ａ

ｉ （ｐ ， 

ｒ
） ］

ｓ ｉｎ
（ｐ７ｒ

）
＋

＾

［

ｂ
ｊ
＋ ＡＣ２ （ｐ ， 

ｒ
） ］ 

ｓ ｉｎ
（ ｙ

９７ｒ
）

（

２ － １ ９
）

ＡＣ
ｌ

（ ／
？

，

Ｔ
） 

ＣＯＳ
（ｐ

７Ｔ
）
＋ ０

（

３

Ｉｍ
／

９ ７Ｔ
＞

ｐ
２

表

（

２ ． ２０
）

下面给出算子 ＝１
，

２
） 的特征值的渐近估计式 ．

定理 ２ ． １ 当 卜 ｜

充分大时
，
边值问题 Ｌ

） ， ｊ
＝１

，

２
，
的特征值为 ｛

ａＷ Ｉｃ ｑ（ｊ
＝１

，

２
） ，

且有以下渐近估计表达式 ：

Ｐ
｛

ｎ
＾ ｜


１
－

ａ
ｊ
ＡＣ２ （

ｎ
，

Ｔ
）
＋ ａ

ｊ
Ａ

２ （
ｎ

，

Ｔ
）


，


１

ａ
ｊ
ＵＴＴ Ｖ ｎ

２
／

（
２ ． ２ １

）

证 定义函数

Ａ
ｊ （

Ａ
）

：

＝
ａ

ｊ ｐ
ｓｍ

（ｐ７ｒ
）

． （

２ ． ２２
）

记 诏＼ｎｅＺ
，
是函数 毛 （

Ａ
） 的零点 ，

则有 诏 ）

＝ ｎ
，

ｎｅＺ
， 并且它是函数 ４ （

Ａ
） 简

单零点 ？ 接下来本定理只证明 ＿？

？

＝１ 的情况 ？ 取逆时针围道 ＝

｛
Ａ ：


Ａ

Ｈ 
＝

ｅ
，

ｎｅＺ
｝

（
０＜ｅ＜

ｉ ）
？ 由文

［

２
］
的方法 ， 如果 ｐｅ７？ ， 那么 当 Ｍ 充分大时 ， 在＞上有

ｌ

＆Ｗ Ｉ

＞ ０
）

．

因为 ＡｄＡ
） 和 ＆ （

Ａ
） 都是关于 Ａ 的整函数 ，

且 ＆ （
Ａ

） 在 ７？ 上无零点 ， 所以 Ａ０ ）

＝

＆
（
入

） （

１ ＋ ０
（ ￥ ） ） ，

进而
Ａ

１
（

Ａ
）

－＆
（
Ａ

） ｜
＜＆

（
Ａ

） ，

Ａｅ
７？ ， 所以 由儒歇定理知㈧ 和

Ａ０ ）

在 内有相同 的零点个数 ？ 又 因为 ｗ ａ２＃ 
０

， 所以 当 Ａｅ
７ｎ 时 ， 我们有

Ａ
ｉ （
Ａ

）

Ａ
ｉ

（
Ａ

）

１＋
１
—

ａ
ｊ
Ａ〇２ （ｐ ， 

ｔ
）
＋ ａ

ｊ
Ａ

２ （ｐ ， 
ｒ

）ｃｏｓ
（ ／

？７ｒ
）

ａ
＼ ｐ ｓ ｉｎ

（ｐ
７ｒ

）

ＡＣ
ｉ （ｐ ，

ｒ
）
＋ Ａ ｘ ｛ｐ ，

ｒ
）ｂ

ｘ
ＡＣ２ （ｐ ，

ｒ
）

Ｐ ｄ
ｉ ｐ

２

ＡＣ
ｉ

 （ ／
＞

， 

ｒ
）ｃｏｓ

（ｐ
７ｒ

）

＋ ０
（条 ）

＿

ａ
＼ ｐ

２ｓ ｉｎ
（ ／

＞７ｒ
）

上式两端同 时取对数并应用泰勒展开式 ，
化简可得

Ａ
ｉ （

Ａ
）＿１

—

ａ
ｊ
Ａ〇２ （ｐ ，

ｒ
）
＋ ａ

ｊ
Ａ

２ （ｐ ，

ｒ
）ｃｏｓ

（ｐ
７ｒ

）

ｌｎ

Ａ
ｉ （

Ａ
） ａ ｉ Ｐ ｓ ｉｎ

（ｐ
ＴＴ

）

ＡＣ
ｉ ｛ｐ ，

ｒ
）
＋ Ａ ｘ ｛ｐ ，

ｒ
）ｂ

１ ＋ ＡＣ２ ｛ｐ ，

ｒ
）

Ｐ ａ ｉ ｐ
ｚ
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，

ＡＣ
ｉ ｛ｐ ，

ｒ
）

 ＿

ｃｏｓ
（ｐｔｔ

）

ａ
＼ ｐ

２ｓ ｉｎ
（ｐ

７ｒ
）＼

ｐ
ｓ
Ｊ

由儒歇定理 （
见

［

１ ７
］ ） ， 可得

ｐ
｛

ｎ
－

ｎ
＝－

２ ７ｒ ｉ
 ＿

Ｉｎ

ｉｎ

Ｗ）

ｄｐ

１
－

ａ
ｊ
Ａ〇

２
 （ｐ ， 

ｒ
）
＋ ａ

ｊ
Ａ

２
（ｐ ， 

ｒ
）ｃｏｓ

（ｐ７ｒ
）

ｓ ｉｎ
（ｐ７ｒ

）

２ ｖｒ ｉ
Ｊ７ｎ ａ

ｌ Ｐ

１ｆＡＣｘ ｊｐ ．

ｒ
）

－

＾

ｒ
Ａ

１ ｛ｐ ，

ｒ
）

２ ？ｒ ｉ Ｐ

丄 彳
６
１ ＋ ＡＣ

２ （＾ ｒ
）

２ ？ｒ ｉ
Ｊ

ｊｎａ
－

ｉ ｐ
２

１／ＡＣｉ （ｐ ，

ｒ
）ｃｏｓ

（ｐ
７ｒ

）

ｄｐ

ｄｐ

ｄｐ

２ ７ｒ ｉ

７ｎ
ａ ｉ ｐ

ｚｓｍ
（ ／

＞７ｒ
） ＼ ｎ”

最后对上面等式的右边逐项进行留数计算 ， 可得

（
１

）＿＿
１
－

ａ
ｉ
ＡＣ２ ｛

ｎ
，

Ｔ
）
＋ ａ ｉ

Ａ
２ （
ｎ

，

Ｔ
）

ｎ

 ａ
＼
ｍｒ

因此我们有如下渐近表达式 ：

〇⑴ ＝ 妁 丄

Ｉ
－

ａ
ｉ
ＡＣ２ ｛

ｎ
，

Ｔ
）
＋ ａ ｉ

Ａ
２ ｛
ｎ

，

Ｔ
）

〇 ，

ａ
＼
ＴＶＫ

为 了 问题便于处理 ，
下面 由 Ｈａｄａｍａｒｄ 分解定理给出示性函数的乘积展开式 ．

定理 ２ ． ２ 示性函数 ／＾ （

Ａ
） 是关于 Ａ 的

｜
阶整函数 ，

且有如下乘积展开式

－

Ａ

Ａｊ

■

（
入

）

＝

？ 入兀

ｎ
２

３
＝１

，２ ．

（
２ ． ２３

）

从而示性函数 ＡｙＡ
）（ｊ

＝１
，

２
） 可 由特征值 （ｊ

＝１
，

２
） 和 ％（ｊ

＝１
，

２
）
唯
一

确定 ．

证 根据 （
２ ． ２〇

）
显然可知 Ａ

ｊ ｐＯ （ｊ
＝Ｉ

，

２
）
是关于 Ａ 的

｜
阶整函数 ，

因此 由 Ｈａｄａｍａｒｄ

分解定理 （
见

［

８
］ ） 知 ，

Ａ
，

．

（
Ａ

）
可以写成

〇〇

Ａ
，  （
Ａ

）
＝

ａ
ｊ
ＸＣ

Ｊ］ ｜ 古 ）

？

Ａｎ

下面求乘积展开式常数 ａ

考虑函数

那么

〇〇
 、

Ａ
ｊ （

Ａ
）

：

＝
ａ

ｊ ／
＞ ｓ ｉｎ

（ ／
？７ｒ

）
＝

ａ
ｊ
７ｒ入

Ａ
， （
Ａ

） （７
丹

ｎ
２

丹 ；＾
－

Ａ
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结合 （
２ ． １ ９

） 和 （
２ ． １ ７

） ， 我们可以计算出

Ａ
ｊ （
Ｘ

）

因此可得常数

ｌ ｉｍ

从而完成定理 ２ ． ２ 的证明 ．

§
３ 唯一性定理及重构算法

上一小节我们讨论了算子 ＝１
，

２
） 的特征值的渐近表达式及示性函数

Ａ
ｊ （
Ａ

） 的乘积分解式 ． 接下来本节将给出带有延迟参数的 Ｓｔｕｒｍ
－Ｌ ｉｏｕｖｉ ｌｅ 算子的反问题解

的唯
一

性定理及势函数的重构算法 ， 即给定两组谱 求势函数 ｇ 〇
ｒ

） ， 延迟参

首先 ， 给出 延迟参数 ｔ 的唯
一

确定性 ， 即探究边值问题 ４ （９ ； 马 ） （ｊ
＝１

，

２
）
的几组谱

可以 唯
一

确定延迟参数 Ｔ ．

引理 ３ ． １ 延迟参数 ｔ 可以 由边值问题 ＬＡ ；
历 ） 的特征值 ｛

Ａｆ ｝岭 ？ 唯
一

确定 ？ 同

理也可 由边值问题 的特征值 ｛
＞１

２
）

｝？列 唯
一

确定 ．

证 因为存在无数多个 ｆｃｅＮ 和 ５＞０
，
使得 

ｓ ｉｎ
（
ｆｃＴ

）卜 ５＞０
， 所以 由 （

２ ． ２ １
）
以及假

设条件 ４
＃ 

〇
， 我们有

２ ．２Ａ ｃｏｓ
（ （
ｆｃ— ２

）
ｒ

） ２２Ａ ｃｏｓ
（ （
ｆｃ＋ ２

）
ｒ

）

＿ Ｉ
＊ａ

ｉ
７Ｔ ７Ｔ〇

ｉ
７Ｔ ７Ｔ

允 ２＿

｜

＿
２Ａ ｃｏｓ

（ （
ｆｃ— １

）
ｔ

）２＿
２Ａ ｃｏｓ

（ （
ｆｃ＋ ｌ

）
ｒ

）

ａ
ｉ
７Ｔ ７Ｔ〇

ｉ
７Ｔ ７Ｔ

＝
ｌ ｉｍ

ｃｏｓ
（ （
ｆｃ
－

２
）
ｒ

）

－

ｃｏｓ
（ （
ｆｃ＋ ２

）
ｔ

）

／ｃ ）

－

〇〇ｃｏｓ
（ （
ｆｅ
—

ｌ
）
ｒ

）

—

ｃｏｓ
（ （
ｆｅ＋ ｌ

）
ｒ

）

ｓ ｉｎ
（

ｆｃｒ
） 
ｓ ｉｎ

（

２ｒ
）

ｋ ＾ 〇〇ｓ ｉｎ
（

ｆｃｒ
） 
ｓ ｉｎ ｒ

＝ ２ ｃｏｓ ｒ．

数 ｔ
， 八 叫 ，

ａ２ ，
＆

ｉ 和 ＆
２

．

因此可得 Ｔ 的表达式为

－

（
ｆｃ
－

２
）

２－＋
 （
ｆｃ＋ ２

）

２ －

－

（
ｆｃ
－

ｌ
）Ｈ 

＋
 （
ｆｃ＋ｌ

）

２ 」
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由上式可知 Ｔ 可 由边值问题 的特征值 ｛
ＡＰｋＭ 唯

一

确定 ． 同理也可证得

Ｔ 可 由边值问题 Ｌ
２ （ｇ ；

丑
２ ）
的特征值 ｛

ＡＰ ｝ ？＞ ０ 唯
一

确定 ．

由记号 ４ ：

＝

／；
９⑷出 ，

下面考虑该积分与边值问题 的谱的关系 ．

引理 ３ ． ２ 当 ７Ｔ
—

ｔｅ时 ，

Ａ 可以 由 边值问题 历 ） 的特征值 ｛
Ａ以

；Ｋ＾ ０ 唯
一

确定 ． 同理也可 由边值问题 ｉ
２ （ｇ ；

ｉ？
２ ） 的特征值 ｛

ＡＰ ｝岭 ？ 唯
一

确定 ．

证 根据 （
２ ． １ ５

） ， 我们有

Ａ
１ （

Ａ
）

＝ ａ
１ ｐ ｓ ｉｎ

（ｐ
７ｒ

）
＋ 〇〇ｓ

（Ｈ 
＋

一 Ｓ
（

ｆ
－

Ｔ
） ）

＋ 〇
（＾

：

）

． （

３ ． ２
）

因为 Ｍ＃ 
０

， 结合 （
２ ． ２３

） 和 （

３ ． ２
） ， 有

ａＴＴ
—

Ａ． ，、Ｃ０Ｓ
（ ／

？７ｒ
）Ａ ｃ〇ｓ （ｐ （ ７Ｔ

—

ｒ
） ）／ ｅ

Ｉｍｐ ７ｒ ．

ｎ＝

ｐ ｓｍ
｛ｆ
ｍ

）
＋ ＋

２

１ ＋ ０
＼ ｒ＼ （

３ － ３
）

ｎ＝ ｌ^

由 于 ｛ｐｎ ：Ｐｎ
＝ｎ＋

Ｉ ，

ｎＧＺ
｝ 和 ｛ ／

｝ｍ ：＝ （
ＴＴ

＾
）
７ｒ

，

ｍｅＺ
｝ 分别是ＣＯＳ

（ ／

９７Ｔ
） 和

Ｃ０Ｓ
（ｐ （

７Ｔ 

—

Ｔ
） ） 的零点集 ， 在假设 ７Ｔ 

—

ＴＧＱ
Ｃ

下
，
显然可得三角函数 ＣＯＳ

（ ｙ

９ ７Ｔ
） 和 ＣＯＳ

（ ｙ

９
（
７Ｔ 

—

Ｔ
） ）

在复数域 Ｃ 内无公共零点 ． 记

＞５
，ｍＧｚ

｜
，

其中 ６ 充分小 ， 那么存在常数 使得


ｃｏｓ

（ ／
？

（
７ｒ
—

ｒ
） ） ｜＾＞０

，ＶＡｅ

Ｇ ｓ ：

＝

｜

ａ ：

ｌ
爪 十

２ ）
兀

令ｐｍ
＝

ｍ ＋
－ ，
ｍｅＮ

，
当／

？ｍｅＧ ５时 ， 我们有ｃｏｓ
（ｐｍ

７Ｔ
）
＝

０
，

ｃｏｓ
（ｐｍ （

７Ｔ
－

Ｔ
） ） ｜＞Ｃ５＞０

，

将表达式 ＝
ｍ ＋

ｉ 代入 （
３ ． ３

） ， 可得

１〇００

＋ ＋
３ ）ｎ

Ａｍ
＾—

 （
ＴＴｌ ＋

｜ ）

２

ｍ
么

（

－

ｉｒ
（

ｍ ＋ ｉ

）

＋

Ａ ｃｏｓ
（ （
ｍ ＋

｜ ） （
７ｒ
—

ｒ
） ）

由上式解得 ａ 的表达式为

（

－

ｌＨｍ ＋ ｉ

）

－

７ｒ
（
ｍ ＋ ｉ

）

２

ｆｌ

Ａ 
＝２ ｌ ｉｍ

ｍ
—

￥ 〇ｏ ｃｏｓ
（ （
ｍ ＋

｜ ） （
７ｒ
－

ｒ
） ）

？ （

３ ． ４
）

下面两个引理讨论该边值问题的边界条件中系数 ￣ 与谱的关系 ，
并给出相应结

果 ．

引理 ３ ＿ ３ 当 ７Ｔ
—

ＴｅＱ
ｃ

时 ，

ａ ｉ 可以 由边值问题 心 （９ ；
历

）
的特征值 ｛

ＡＰ ｝岭 〇 唯
一

确定 ． 同理 ａ２ 也可 由边值问题 ｉ
２

（ｇ ；

丑
２

）
的特征值 ｛

ＡＰ ｝ｎ＞ ？ 唯
一

确定 ．

证 由
（

２ ． ２ １
）
和

（

３ ． ３
） ， 我们有

ａ
ｊ
＝ ｌ ｉｍ

ＴＴ ｎ ＾ ｏｏ

— —

Ａ ｃｏｓ
（
ｎｒ

）

^
（
３ ． ５

）
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因为 由 引理 ３ ． １ ３ ． ２ 知 Ａ 和 Ｔ 可以 由边值问题 的特征值 唯
一

确

定 ， 所以 叫 可以 由边值问 的特征值 ｛
Ａ＾ ｝ ？＞ ０ 唯

一

确定 ． 同理也可证明 ａ２ 由

边值问题 １
２化 丑２ ） 的特征值 ｛

＞１

２
）

｝ ？冲 唯
一

确定 ． 因此引理得证 ．

引理 ３ ．４ 当 ７Ｔ
—

ｔｅＱ
ｃ

时 ， ＼ 可以 由 边值问题 历
）
的特征值 ｛

Ａ以 ｝心 〇 唯
一

确定 ． 可以 由边值问题 ｉ
２ （ｇ ；

ｉ？
２ ） 的特征值 ｛

Ａ０ ｝岭 ？ 唯
一

确定 ．

证 由 （
２ ． ５

） （
２ ． ７

） ， 我们有

Ａ
ｊ （

Ａ
）
＝ａ

ｊ ｐ
ｓ ｉｎ

（ ／
？７ｒ

）
＋ ｃｏｓ

（ ／
？７ｒ

）

ａ
ｊ
Ａ ｃｏｓ

（ｐ （
７ｒ
—

ｒ
） ）Ａ ｓｍ

（ｐ （
７ｒ
—

ｒ
） ）

ｓ ｉｎ
（ ／

？７ｒ
）ｂ

ｊ
Ａ ｃｏｓ

（ｐ （
７ｒ
—

ｒ
） ）

２ｒ
？

．

另外 ， 有如下表达式成立

ｐ ２ｐ
２ ２ｐ

／
？

７Ｔ ＇

＾／ｑ （
ｔ

） 
ｃｏｓ

（ ／
？

（
７Ｔ
－

２ ｔ
－

＼

－

ｒ
） ）
ｄｔ＋

２ｒｐ
２

ＪＴ

２ｐ

ｑ （
ｔ

） 
ｓ ｉｎ

（ｐ （
７ｒ
—

２ｔ ＋ Ｔ
） ）

ｄｔ

疒
７Ｔ

ｑ （
ｔ
） 
ｃｏｓ

（ ／
？

（
７ｒｒ

） ）
ｄｔ ． （

３ ． ６
）

ｑ （
ｔ

） 
ｃｏｓ

（ ／
？

（
７ｒｒ

） ）
ｄｔ

（
３ － ７

）

＝ ｃｏｓ
（ ／

９
（
７ｒ ＋ ｒ

） ）

Ｊ
ｑ （

ｉ
）
ｃｏｓ

（
２ｐｔ

）
ｄｔ

－

＼

－

ｓ ｉｎ
（ｐ （

７ｒ

Ｊ
ｑ （

ｔ
） 
ｓ ｉｎ

（
２ｐｔ

）
ｄｔ

，

Ｊ
ｑ （

ｔ
） 
ｓ ｉｎ

（ ／
？

（
７ｒｒ

） ）
ｄｔ

／

７Ｔ ／
？

７Ｔ

ｑ （
ｔ

） 
ｃｏｓ

（

２ｐｔ
）

ｄｔ
—

ｃｏｓ
（ｐ （

７ｒ ＋ ｒ
） ）／＾ （

ｔ
） 
ｓ ｉｎ

（
２ｐｔ

）
ｄｔ ． （

３ ． ８
）

然后将表达式 Ｐｍ
＝２ｍ ＋ｍＧＺ

， 代入 （
３ ． ７

） （
３ ． ８

） ， 并且 由 Ｒ ｉｅｍａｎｎ
－Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 引理 ， 可

得

ｌ ｉｍ

ｍ ＾ ｏｏ

ｇ （
ｔ

） 
ｃｏｓ

（

２ｍ ＋
■ ） 

（
７ｒ
＿

２ｔ ＋ Ｔ
）

ｄｔ 〇
，

ｌ ｉｍ

ｍ ＾ ｏｏ

－

２ｔ
－

＼

－

ｒ
）

ｄｔ
＝ ０ ．

最后 ，
根据 （

３ ． ６
） ，
有

ｂ
ｊ
＝— ｌ ｉｍ

ｍ ＾ ｏｏ

＾
ｊ （ｐｈ ）

－

ａ
ｊ Ｐｍ＋

｜
ｑ
ｊ
Ａ ｃ〇ｓ

（ ／
？ｍ （

７Ｔ 
－

ｒ
） ）
＋ （

７Ｔ
－

ｒ
）

Ａ
 （

７Ｔ
—

Ｔ
）

２
—

７Ｔ

（
３ ． ９

）

因此
， 我们得到了关于 ｂ 的表达式 ． 综上可知引理得证 ．

接下来我们将证明势函数 可以 由算子 ＝１
，

２
） 的谱唯

一

确定 ． 本文假

设势函数 ｇ 〇
Ｔ

）
在实直线上的展开式以 ７Ｔ 为周期 ， 那么在区间

［

０
，

７Ｔ
］
外 ｇ （

ａ
〇 以周期 ７Ｔ 进行

延拓 ？ 因为 ｇ 〇
ｒ

）
ｅ ＿Ｌ

２

［

０
，

７Ｔ
］

， 并且在区间 （
０

，

Ｔ
）
上 ＝

０
， 所以势函数 有如下 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ

展开式 ：

ｇ （
ｘ

）

＝

ｃ〇２


１

—

７Ｔ ７Ｔ

ｙ＾ （
〇ｎ 

ｃｏｓ
（
２ｎｘ

）
＋ ｄｎ 

ｓ ｉｎ
（
２ｎｘ

） ） ，

ｎ＝ ｌ

（

３ ． １ ０
）



王 静 杨传富具有延迟参数的 Ｓｔ ｕｒｍ
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其中

／

７Ｔ ／
？

７Ｔ ／
？

７Ｔ

ｑ （
ｔ
）
ｄｔ
—

Ａ
，Ｃｎ

—

ｊｑ （
ｔ
） 
ｃｏｓ

（
２ｎｔ

）
ｄｔ

，ｄｎ
—

ｑ （
ｔ
） 
ｓｍ

（
２ｎｔ

）
ｄｔ ．

根据引理 ３ ． ７
， 系数 ｃ〇 可以 由

一

组谱唯
一

确定 ． 接下来本节将要证明其他系数 ｃ？ 和

可以 由两组谱唯
一

确定 ． 因此当 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 系数 ｃ〇 ，
ｃ？ 和 都确定时 ，

由
（

３ ． １ ０
） 可知势

函数 也可以 由两组谱唯
一

确定 ．

定理 ３ ． １ 当 ７Ｔ
—

ｔｅ时
，
由边值问题 ｈ（ｊ

＝１
，

２
）
的两组谱 ｛

Ａｆ
，

Ａｆ ｝心 〇 可以

唯
一

确定
Ｆｏｕｒ ｉｅｒ系数

〇ｎ ， （
ｎ
＝１

，

２
，

…

）
．

证 将 ｐ

＝
ｎ

，

ｎ ｅ Ｎ
， 代入 （

３ ． ６
） ， 我们可以得到如下表达式 ：

ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ ＋ ｒ

） ）

（

－

（

－

２ｎ

Ｃ０Ｓ
（
ｎ

（
７Ｔ ＋ Ｔ

） ）

２ｎ

ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ ＋ ｒ

） ）

２ｎ

Ｃ０Ｓ
（
ｎ

（
７Ｔ ＋ Ｔ

） ）

２ｎ

ａ
ｉ 
ｃｏｓ

（
ｎ

（
７ｒ＋ ｔ

） ）

ｂ
＼ 
ｃｏｓ

（
ｎ

（
７ｒ ＋ ｒ

） ）

４ｒ ２ｒｎ
２

ａ
ｉ
ｓ ｉｎ

（
ｎ

（
７ｒ＋ ｔ

） ）
ｂ
＼ 
ｓ ｉｎ

（
ｎ

（
７ｒ＋ ｒ

） ）

４ｒ ２ｒｎ
２

ａ
ｉ

＿Ａ ｃｏｓ
（
ｎ

（
７ｒ
—

ｔ
） ）

—

Ａ ｓｍ
（
ｎ

（
７ｒ
—

ｒ
） ）

２ｎ

ｃｏｓ
（
ｎ

（
７ｒ＋ Ｔ

） ）

＼＞２ 
ｃｏｓ

（
ｎ

（
７ｒ ＋ ｒ

） ）

４ｒ ２ｒｎ
２

ａ ２
ｓ ｉｎ

（
ｎ

（
７ｒ＋ ｔ

） ）
６２ 

ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ＋ ｒ

） ）

４ｒ ２ｒｎ
２

ａ
２
Ａ ｃｏｓ

（
ｎ

（
７ｒ
—

Ｔ
） ）

—

Ａ ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７Ｔ
—

ｔ
） ）

２ｎ

）

ｃｎ

）

ｂ
ｉ
Ａ ｃｏｓ

（
ｎ

（
７ｒ
—

ｔ
） ）

２ｎ
２

）

ｃｎ

）

２ｎ
２

解方程可得

Ｃｎ ＾
ｄｎ

Ｑ

Ｄ
， （

３ ．Ｈ
）

其中

Ｄ

Ｐ

ｎ
（
？２

－

ａ ｉ ）

Ｓｒｎ？
，

Ａ
ｉ

（
ｎ

２

）

－

Ａ
２

（
ｎ

２

）

（

３ － １ ２
）

２ｎ

－

ａ２
Ａ

ｉ
（
ｎ

２

）

ｃｏｓ
（
ｎ

（
７ｒ＋ ｒ

） ）
＋

３
（
ｆｌ

ｌ
６２
—

ａ ｉ
Ａ

２
（
ｎ

２

）

８ｒｎ
２

６２Ａ ｉ
（
ｎ

２

）

—

６
ｉ
Ａ

２
（
ｎ

２

）

Ａ ｃｏｓ
（
ｎ

（
７ｒ
—

ｔ
） ） 

ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ ＋ ｒ

） ）

４ｒ

－

卜 １广
Ｕ

ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７Ｔ ＋ ｒ

） ）
＋

（

／ ＾２

￣

＾
１ｂ

２

—

ｂ

＼８ｎｒ４ｒｎ
３

Ａ
ｉ （
ｎ

２

）

－

Ａ
２ （
ｎ

２

）

４ｒｎ
２

ａ２

—

ａ
ｉ

（

—

ｌ
）

ｎ
〇２

—

ｄ
ｉ

４ｒｎ

＆
２

＿

办
１

、

２ｎ４几
３）

４ ｃｏｓ
（
ｎ

（
７Ｔ
－

Ｔ
） ） 

Ｃ０Ｓ
（
ｎ

（
７Ｔ＋ Ｔ

） ）

）

＾４ ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ
—

ｒ
） ） 

ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ ＋ ｔ

） ） ， （

３ ． １ ３
）

２ｎ

ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ ＋ ｒ

） ）

—

３
（
ａ

ｉ
＆
２

－

？
２
＾
ｉ ）

■

ａ
２
Ａ

ｉ （
ｎ

２

）

－

ａ
ｉ
Ａ

２ （
ｎ

２

）

８ｒｎ
２

＆
２
Ａ

ｉ （
ｎ

２

）

—

６
ｉ
Ａ

２ （
ｎ

２

）

Ａ ｃｏｓ
（
ｎ

（
７ｒ
—

ｔ
） ） 

ｃｏｓ
（
ｎ

（
７ｒ ＋ ｒ

） ）

４ｒ

ｂ
２

—

ｂ
ｉ

２ｒｎ
２

ＣＯＳ
（
ｎ

（
７Ｔ ＋ Ｔ

） ）
＋

４ｒｎ
２

ｆ ａ
２

—

ａ
ｉ

、 ２ｎ

－

（

－

１广
ａ
２

—

ａ
ｉ

４ｒｎ

６
２

—

＾
１

４ｎ
３

ｊ

＿Ａ ｃｏｓ
（
ｎ

（
７ｒ
－

ｔ
） ） 

ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ＋ ｔ

） ）
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－

（

＾

ｇ＾
１

＋
＾＾ ）

Ａ ｓ ｉｎ
（
ｎ

（
７ｒ
－

Ｔ
） ）

ｃｏｓ
（
ｎ

（
７ｒ ＋ Ｔ

） ）
． （

３ ． １ ４
）

因为 Ｔ
，Ａ ，ａｈａ２ ，＆

１ ，

＆
２ ，
Ａ

； ｌ 和 Ａ
２ 可以 由谱唯

一

确定 ， 所以 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 系数 ｃ？ 和

可以 由两组谱 ｛
Ａ＾ＡＰ

；Ｋ＾ ０ 唯
一

确定 ．

下面给出相应势函数 ｇ （
ａ〇 的重构算法 ．

算法 ３ ＿ １ 给定两组谱 ｛
Ａ〖

１
｝

，重构 啦 ） ，

Ａ
，
Ｔ

，

ａ
ｉ ，

ａ２ ，＆ 和 匕 算法如下 ：

１ 利用公式 （
３ ． １

） 计算延迟参数 Ｔ ．

２ 通过公式 （
３ ． ４

） 计算 左

３ 利用公式 （
３ ． ５

） 计算 ％ ．

４ 通过
（
２ ． ２３

） 和 （
３ ． ５

）
重构示性函数 Ａ

） （
Ａ

）
．

５ 利用公式 （
３ ． ９

） 计算 Ｖ

６ 通过公式 （
３ ． １ １

） 计算势函数 ｇ 〇
ｒ

） 的 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 系数 Ｃｎ 和

７ 通过将公式 （
３ ． １ １

） 代入 （
３ ． １ ０

）
重构势函数 ＾〇

．
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