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Hardy 空间上一类算 子 与函数方程的解∗

陈　泳 1 桑元琦 2

提要 考虑在 Hardy 空间上解关于 u 的方程:u
2 + βu− 2P (uũ) 为常数,

u(0) = 0,

其中 β 为常数, P 为 Riesz 投影. 证明了解析多项式、再生核的有限线性组合不是方程的非零解; 得到了
当 β = 0 时, 方程在 H∞(T) 中无非零解, 在 H2(T) 中存在非零解; 当 β ̸= 0 时, 内函数不是方程的解.
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1 引　 言

在本文中, 我们分别用符号 D 和 T 表示复平面 C 内的开单位圆盘和单位圆周. Dn

和 Tn 分别表示 n 维多圆盘和 n 维环面. 我们用 L2(Tn) 表示 Tn 上的可测且平方可积
函数的 Lebesgue 空间. Hardy 空间 H2(Tn) 是 L2(Tn) 的一个闭子空间. 通常情况下,
Tn 中的元素表示为 z = (z1, · · · , zn), 且 zk := zk11 · · · zknn , k ∈ Zn, 这里 Z 表示所有整
数构成的集合. 借助多变量 Fourier 级数, 有

L2(Tn) =
{
f | f : Tn → C, f(z) =

∑
k∈Zn

fkz
k,

∑
k∈Zn

|fk|2 <∞
}

和

H2(Tn) = {f ∈ L2(Tn) | fk = 0 当且仅当 k /∈ Zn+},

其中 Z+ 表示所有非负整数构成的集合. 此外, 我们需用到多圆盘上 Hardy 空间的定义,
设 dm 为 Tn 上的 Haar 测度,

Hp(Dn) =
{
f 在 Dn上全纯 | sup

0<r<1

∫
Tn

|f(rz)|p dm(z) <∞
}
, 0 < p <∞.

当 1 ⩽ p < ∞ 时, Hp(Tn) 和 Hp(Dn) 是等距同构的, 因此我们将这两个空间看作同一
个空间. {zk}k∈Zn 和 {zk}k∈Zn

+
分别是 L2(Tn) 和 H2(Tn) 的一组标准正交基. 我们用

L∞(Tn) 表示 Tn 上的本性有界可测函数构成的空间, H∞(Tn) := L∞(Tn) ∩H2(Tn).
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对于 ϕ ∈ L∞(Tn), H2(Tn) 上的 Toeplitz 算子 Tϕ 定义为

Tϕf := P (ϕf), ∀f ∈ H2(Tn),

Hankel 算子 Hϕ 定义为

Hϕf := P (ϕJf), ∀f ∈ H2(Tn),

其中 P 为从 L2(Tn) 到闭子空间 H2(Tn) 的正交投影, J 是翻转算子, 定义为

(Jf)(z) = f̃(z) := f(z), ∀f ∈ L2(Tn).

在 n ⩾ 2 的情况, 通常称上面定义的 Hankel 算子为小 Hankel 算子.
Hankel 算子和 Toeplitz 算子在控制理论、逼近理论、Wiener-Hopf 分解、插值问

题和扰动理论等不同领域中有广泛的应用.
1963 年, Brown 和 Halmos [1] 刻画了 H2(T) 上两个 Toeplitz 算子 Tf 和 Tg 的交

换性, 即 TfTg = TgTf 成立当且仅当 f 和 g 同时解析, 或者 f 和 g 同时共轭解析, 或
者 f 和 g 的非平凡线性组合为常数. 这个结果被称为 Brown-Halmos 定理. 在接下来
的几十年里, 如何将这个结果推广到多个复变量的全纯函数 Hilbert 空间的情况, 成为
Toeplitz 算子理论的一个研究主题.
在多复变量情形下,情况要复杂得多. 关于 H2(T2)上交换 Toeplitz算子的研究,先

由 Lee [2] 开始, 后由 Ding, Sun 和 Zheng [3] 完全解决.
2000 年, Martínez-Avendaño 研究了 Hankel 算子和 Toeplitz 算子的交换性.

定理 1.1 (见 [4]) 设 ψ ∈ L∞(T) 且 φ ∈ H∞(T), Tψ 和 Hφ 都不是单位算子的常数

倍. 则

TψHφ = HφTψ

成立当且仅当 Hφ 是 Hzψ 的倍数, 并且 ψ + ψ̃ 与 ψψ̃ 都是常数.

为了进一步描述满足上述条件的函数和说明一定存在 ψ满足定理的条件, Martínez-
Avendaño 还得到了下面的定理.

定理 1.2 (见 [4]) 设 E 是 T 的一个可测子集, 记

E∗ := {z : z ∈ E}

为 E 中元素的复共轭构成的集合, 并记 Ec 为 E 在 T 中的补集. 对 φ ∈ L∞(T), 函数
φ+ φ̃ 与 φ φ̃ 都是常数函数, 当且仅当存在复数 a, b, 使得

φ(z) = aχE(z) + b,

其中 χE 是 E 的特征函数, 并且 E∗ 与 Ec 除了一个测度为 0 的集合外相等, 即

m(E∗ \ Ec) +m(Ec \ E∗) = 0.

2003 年, Guo 和 Zheng [5] 完全刻画了 Hankel 算子和 Toeplitz 算子的本性交换性.
特别地, 研究多个变量情况下小 Hankel 算子和 Toeplitz 算子交换问题是非常重要和有
趣的. 2024 年, Curto, Datt 和 Gupta [6] 获得了小 Hankel 算子和 Toeplitz 算子交换的
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一些必要或充分条件. 2025 年, Chen, Liu, Shen 和 Wu [7] 研究了 H2(T2) 上小 Hankel
算子和 Toeplitz 算子的交换问题, 并且获得了如下结论.

定理 1.3 (见 [7, Theorem 10]) 设 ψ 是有界多重调和函数, 且 φ ∈ H∞(D2). 则

TψHφ = HφTψ

成立当且仅当下列情形之一成立：

(1) φ = 0;

(2) ψ 为常数;
(3) φ = z u(z)Φ(w) ̸= 0, 且

ψ = u(z)− ũ(z) + c,

其中 c ∈ C, u,Φ ∈ H∞(D) 且 u(0) = 0, 并且

2P (u ũ)− u2 为常数;

(4) φ = w v(w)Ψ(z) ̸= 0, 且

ψ = v(w)− ṽ(w) + c,

其中 c ∈ C, v,Ψ ∈ H∞(D) 且 v(0) = 0, 并且

2P (v ṽ)− v2 为常数;

(5) φ = αzw u(z)v(w) ̸= 0, 且

ψ = u(z) + v(w)− ũ(z)− ṽ(w) + c,

其中 α, c ∈ C, u, v ∈ H∞(D) 且 u(0) = v(0) = 0, 并存在某个 β ∈ C, 使得

2P (u ũ)− u2 − βu 与 2P (v ṽ)− v2 + βv

均为常数.

在定理 1.3 中, 条件 (3)–(5) 中的函数条件本质上是解关于 u 的方程:u2 + βu− 2P (uũ) 为常数,

u(0) = 0.
(1.1)

解上面的方程类似于给出定理 1.2形式的刻画. 目的是探索满足定理 1.3中条件 (3)–(5)
的非平凡函数的存在性, 若存在进一步刻画它们的形式.

2 方程 (1.1) 的初步分析

由于解析多项式全体和再生核的有限线性组合全体都是 H2(T) 的稠密子集. 因此,
我们将考察这两类稠密子集中的元素是否为方程 (1.1) 的解.
首先, 我们来看解析多项式的情况.

命题 2.1 非零解析多项式不是方程 (1.1) 的解.
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证 若 u 为非零解析多项式, 设它的表达式为

u(z) = a1z + a2z
2 + · · ·+ aNz

N (N ⩾ 1),

且 aN ̸= 0, 这样 u(0) = 0. 观察可知 u2 + βu − 2P (uũ) 的最高次项为 a2Nz
2N . 如果

u2 + βu− 2P (uũ) 为常数, 则 aN = 0, 矛盾.

对于 Hardy 空间 H2(T) 的再生核

Kα(z) =
1

1− αz
, α ∈ D

满足

f(α) = ⟨f,Kα⟩, ∀f ∈ H2(T),

其中 ⟨·, ·⟩表示 H2(T)中的内积. 下面我们检查再生核的有限线性组合是否为方程 (1.1)
的解.

命题 2.2 u(z) =
N∑
i=1

ciKαi
(0 < |αi| < 1, ci 为常数) 不是方程 (1.1) 的非零解.

证 由再生核函数的性质, 可得

P (Kαi
K̃αj

)(w) =
〈 1

1− αiz

1

1− αjz
,

1

1− wz

〉
=

〈 1

1− αiz
,

1

1− αjz

1

1− wz

〉
=

〈 1

1− αjz

1

1− wz
,

1

1− αiz

〉
=

1

1− αjαi

1

1− wαi

= Kαi
(αj)Kαi

(w).

这样

P (uũ) =
N∑
j=1

( N∑
i=1

cjciKαj
(αi)

)
Kαj

.

计算可得

u2 =
N∑
k=1

c2kK
2
αk

+
∑
i ̸=j

cicjKαi
Kαj

.

设 F (w) = u2(w) + βu(w)− 2P (uũ)(w), 则 F (w) 在 C−{ 1
αi

: 1 ⩽ i ⩽ N} 上解析.
若 F 在单位圆周 T 上为常数, 那么 F 在 C− { 1

αi
: 1 ⩽ i ⩽ N} 上也是常数. 这时不妨

假设 αi 是两两互异的. 观察 1
α1
为 F 的二阶极点, 且包含 1(

w− 1
α1

)2 的项一定来自于 u2,

并且 1(
w− 1

α1

)2 前面的系数为
c21
α2

1
. 由 F 为常数, 则 c1 = 0. 依此类推, ci = 0 (2 ⩽ i ⩽ N).



1 期 陈　泳 桑元琦 Hardy 空间上一类算子与函数方程的解 5

定义 2.1 设 f ∈ L2(T), 若 f = f̃ , 我们称 f 为偶函数. 若 f = −f̃ , 我们称 f 为

奇函数.

引理 2.1 设 f ∈ L2(T) 为偶函数. 若 P (f) 为常数, 则 f 为常数.

证 由于 f ∈ L2(T), 可设 f 的 Fourier 展开式为

f(z) =
+∞∑

n=−∞

anz
n.

又因 f 为偶函数, 所以有

an = a−n, ∀n ∈ Z.

计算可得 P (f) =
+∞∑
n=0

anz
n. 如果 P (f) 为常数, 则 an = 0, n ⩾ 1. 从而 f(z) ≡ a0.

引理 2.2 设 u ∈ H2(T), u(0) = 0 且 u2 ∈ L2(T). 则

u2 − 2P (uũ) + βu

等于常数 λ 当且仅当

(u− ũ)2 + β(u+ ũ)

等于常数 λ.

证 因为 u, u2 ∈ H2(T), 且 u(0) = 0. 所以 ũ, ũ2 ∈ (H2(T))⊥. 根据不等式

|u|2|ũ|2 ⩽ |u|4 + |ũ|4

2
,

可得 uũ ∈ L2(T). 因此

u2 − 2P (uũ) + βu = P (u2 − 2uũ+ ũ2 + βu+ βũ)

= P ((u− ũ)2 + β(u+ ũ)).

注意 (u− ũ)2 + β(u+ ũ) 为偶函数, 根据引理 2.1, 结论成立.

注 2.1 引理 2.2 为定理 1.3 中的条件 (3)–(5) 提供了一种等价刻画.

3 方程 (1.1) 中 β = 0 的情况

引理 3.1 设 E 为 T 中的可测集, 且其测度 |E| 满足 0 < |E| < 2π, 则特征函数

χE 的共轭调和函数 χ̂E 是本性无界的.

证 由 [8, p. 110, Theorem 2.7] 可知, ∀λ > 0, χ̂E 的分布函数满足

|{t : |χ̂E(eit)| > λ}| = 2πh
( |E|
2π

)
,

其中 h(z) 是带状区域 S = {z : 0 < Re z < 1} 上的调和函数, 边界值为 χ{z:|Im z|>λ}. 由

调和函数的极值原理,

0 < h(z) < 1, ∀z ∈ S.
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特别地, |E|
2π

∈ S. 因此 h
( |E|

2π

)
> 0.

定理 3.1 设 u ∈ H∞(T), 且 u(0) = 0. 若 u2 − 2P (uũ) 为常数, 则 u ≡ 0.

证 若 u2 − 2P (uũ) 为常数, 根据引理 2.2, 可知 (u− ũ)2 为常数, 记为 C.

如果 C = 0, 则 u = ũ ∈ (H2(T))⊥ ∩H2(T). 这样 u 为常数, 又因 u(0) = 0, 所以

u ≡ 0.

如果 C ̸= 0, 则存在非零常数 K 和可测集 A ⊂ T, 使得

u− ũ = KχA −KχT−A a.e.

计算可得

KχA −KχT−A = K(2χA − 1).

设

A∗ = {e−it : eit ∈ A}.

由于 u− ũ 为奇函数, 则

2χA(eit)− 1 = −(2χA(e−it)− 1)

= −(2χA∗(eit)− 1).

这样

χA(eit) + χA∗(eit) = 1. (3.1)

上式两边平方, 可得

χA(eit)χA∗(eit) = 0. (3.2)

综合 (3.1)–(3.2), 可得

|A ∩A∗| = 0,

|A| = |A∗| = 1

2
|T| > 0.

在 u− ũ = K(2χA − 1) 两边作用投影 P, 可得

u = K(2P (χA)− 1).

对于 f ∈ L2(T), Riesz 投影和共轭调和函数有如下关系 (见 [8, p. 104, Theorem
1.5]):

P (f) =
1

2
(f + if̂ + a0), a0 =

∫
T
f(eiθ)

dθ
2π
.

由上式可得

P (χA) =
1

2

(
iχ̂A + χA +

|A|
2π

)
. (3.3)

因此 u ∈ H∞(T) 成立当且仅当 χ̂A ∈ L∞(T). 根据引理 3.1, 矛盾. 因此 C ̸= 0 的情况

不会发生.
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例 3.1 定理 3.1 告诉我们当 β = 0 时, 方程 (1.1) 在 H∞(T) 中没有非零解, 但是
在 H2(T) 中可以找到非零解.

由定理 3.1 的证明, 取 A = {eit : t ∈ (0, π)} 和 K = π
i . 设 u(eit) =

∞∑
n=1

cneint. 对于

n ⩾ 1, 可得

cn = ⟨u, eint⟩

= ⟨u− ũ, eint⟩

= ⟨KχA −KχT−A, eint⟩

= K
(∫ π

0

e−int dt
2π

−
∫ 2π

π

e−int dt
2π

)
=
K

2π

(1− (−1)n

in − (−1)n − 1

in

)

=
K

2π


0 若 n 为偶数;

4i
n
若 n 为奇数.

这样可以得到 u 的表达式

u(eit) =
2iK
π

∞∑
k=0

ei(2k+1)t

2k + 1

=
iK
π

log 1 + eit

1− eit

= log 1 + eit

1− eit .

注意 log 1+eit

1−eit ∈ H4(T), 但是 log 1+eit

1−eit /∈ H∞(T).

下面我们来检验 u(eit) = log 1+eit

1−eit 是 β = 0 时方程 (1.1) 的解. 计算可得

1 + eit

1− eit = i cot t
2
.

利用这个恒等式, 我们得到 (取对数的主值分支) u 在单位圆周上的边界值

u(eit) = log
∣∣∣ cot t

2

∣∣∣+


i π
2
, t ∈ (0, π),

−i π
2
, t ∈ (π, 2π).

因此

ũ(eit) = u(e−it) = log
∣∣∣ cot t

2

∣∣∣+

−i π

2
, t ∈ (0, π),

i π
2
, t ∈ (π, 2π).
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于是

(u− ũ)(eit) =

iπ, t ∈ (0, π),

−iπ, t ∈ (π, 2π),

从而

(u− ũ)2(eit) = −π2, a.e.

由引理 2.2, 可得

u2 − 2P (uũ) ≡ −π2.

4 方程 (1.1) 中 β ̸= 0 的情 况

定理 4.1 不存在内函数 u 且 u(0) = 0, 满足 u2 + βu− 2P (uũ) 为常数, 且 β ̸= 0.

证 由于 u 为内函数, 且 u(0) = 0, 计算可得

⟨u2 + βu− 2P (uũ), u⟩ = ⟨u2, u⟩+ β⟨u, u⟩ − 2⟨P (uũ), u⟩

= ⟨u, 1⟩+ β − 2⟨ũ, 1⟩

= u(0) + β − 2u(0)

= β ̸= 0.

若 u2 + βu− 2P (uũ) 为常数, 记为 λ, 则

⟨λ, u⟩ = λu(0) = 0,

矛盾.

例 4.1 由引理 2.2 可知, 当要求 uũ ∈ L2(T) 时, 方程 (1.1) 等价于(u− ũ)2 + β(u+ ũ) 为常数,

u(0) = 0.
(4.1)

下面我们找到了当 β ̸= 0 时, 方程 (4.1) 的解, 但这个解不满足 u2 ∈ L2(T) 的条件. 设

u(z) =
8λ2

β

z

(1− z)2
+ 2iλ z

1− z
, λ ̸= 0.

u 在单位圆周上除 z = 1 这一点外都有定义.
令 T (z) = i 1+z

1−z , 在单位圆周上有 T (z) = −T (z). 对于非零复数 λ, 都有

u(z) = −2λ2

β
(T (z)2 + 1) + λ(T (z)− i).

计算可得

ũ(z) = u(z) = −2λ2

β
(T (z)2 + 1) + λ(−T (z)− i).
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因此

u(z)− ũ(z) = 2λT (z)

且

u(z) + ũ(z) = 2
[
− 2λ2

β
(T (z)2 + 1)− λi

]
.

从而

(u− ũ)2 + β(u+ ũ) = (2λT (z))2 + β · 2
[
− 2λ2

β
(T 2(z) + 1)− λi

]
= 4λ2T 2(z)− 4λ2(T 2(z) + 1)− 2βλi

= −4λ2 − 2βλi.

设 A = 8λ2

β
, B = 2iλ, 则

|u(reit)|p ⩽ |A|p|1− reit|−2p + |B|p|1− reit|−p
(
0 < p <

1

2

)
.

根据

sup
0<r<1

∫ π

−π
|1− reit|−s dt <∞ (0 < s < 1),

可得

sup
0<r<1

∫ π

−π
|u(reit)|pdt <∞

(
0 < p <

1

2

)
,

即 u ∈ Hp(T) (0 < p < 1
2
).

由

z

1− z
=

∞∑
n=1

zn,
z

(1− z)2
=

∞∑
n=1

nzn.

可得 u(z) =
∞∑
n=1

(An+B)zn, 并且

∞∑
n=1

|an|2 ⩾
∞∑

n⩾ 2|B|
|A|

( |A|
2
n
)2

=
|A|2

4

∞∑
n⩾ 2|B|

|A|

n2 = ∞.

这样 u /∈ H2(T).

致谢 非常感谢评审专家提出的宝贵意见!
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Abstract This paper studies solutions u on the Hardy space to the equationu2 + βu− 2P (uũ) is a constant,

u(0) = 0,

where β is a constant and P denotes the Riesz projection. The authors prove that
neither analytic polynomials nor finite linear combinations of reproducing kernels can
be nonzero solutions of the equation. They also find that when β = 0, the equation has
no nonzero solution in H∞(T), while it does admit nonzero solutions in H2(T). When
β ̸= 0, inner functions are not solutions of the equation.
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