
数 学 年 刊 A 辑
2026, 47A(1):11–32
DOI: 10.16205/j.cnki.cama.2026.0002

Littlewood-Paley 算 子 的混合弱型
Fefferman-Stein 不等 式 及其应用∗

陈嵩箐 1 方权清 2 潘思慧 3

提要 建立了 Littlewood-Paley 算子的混合弱型 Fefferman-Stein 不等式, 该结论即使在单权情形下也是
一个新结论. 作为应用, 还建立了 Littlewood-Paley 算子的双权弱型不等式.
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1 引　 言

设 ψ(x, y) 为定义在远离对角线 x ̸= y 上的局部可积函数, 其中 x, y ∈ Rn. 假设
ψ(x, y) 满足如下条件: 存在正数 δ,A, γ0,

(1) 尺寸条件:

|ψ(x, y)| ⩽ A

(1 + |x− y|)n+δ
. (1.1)

(2) 光滑条件: 当 |x− x′| < |x−y|
2
时,

|ψ(x, y)− ψ(x′, y)| ⩽ A|x− x′|γ0

(1 + |x− y|)n+δ+γ0
, (1.2)

当 |y − y′| < |x−y|
2
时,

|ψ(x, y)− ψ(x, y′)| ⩽ A|y − y′|γ0

(1 + |x− y|)n+δ+γ0
. (1.3)

考虑如下定义的平方函数 Sα 及 g∗λ:

Sα(f)(x) :=
(∫∫

Γα(x)

|ψt(f)(y)|2
dydt
tn+1

)1/2

, α > 0,

g∗λ(f)(x) :=
(∫∫

Rn+1
+

( t

t+ |x− y|

)nλ

|ψt(f)(y)|2
dydt
tn+1

)1/2

, λ > 2,
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其中 Γα(x) = {(y, t) ∈ Rn+1
+ : |x− y| < αt}, f ∈ S(Rn),

ψt(f)(x) :=
1

tn

∫
Rn

ψ
(x
t
,
y

t

)
f(y)dy, x ̸∈ supp f.

今后, 文中都事先假设 g∗λ 对某个 p0 > 1 是 Lp0(Rn) 有界的, 在此假设条件下, g∗λ 是
Lp(Rn) 有界的, 也是弱 (1, 1) 的 (见 [1]). 由于 Sα 可被 g∗λ 逐点控制, Sα 自然也有相

应的有界性结果. 上述两类平方函数通常称为 Littlewood-Paley 算子. 一维情形下的
Littlewood-Paley 算子最初是 Littlewood 和 Paley 为研究傅里叶级数的二进分解而引
入的 (见 [2–4]). 后来, Stein [5–7] 引进了高维情形的 Littlewood-Paley 算子, 并用以刻
画 Lp(Rn) 空间. Littlewood-Paley 算子在 PDE 和其他数学领域也有很重要的应用, 如
Fabes, Jerison, Kenig [8] 通过对散度形式的椭圆算子平方根的多线性 Littlewood-Paley
型估计, 研究了非散度形式抛物方程柯西问题的解. 更多关于 Littlewood-Paley 算子的
理论及其应用, 可参考文 [9–14].
另一方面, Fefferman 和 Stein [15] 的一个经典结果是, 对于任意的权 ω,∫

Rn

Mf(x)pω(x)dx ≲
∫
Rn

|f(x)|pMω(x)dx, 1 < p <∞, (1.4)

ω({x ∈ Rn :Mf(x) > t}) ≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|Mω(x)dx, t > 0,

其中M 为 Hardy-Littlewood极大算子. 上述两个不等式分别称为强型 Fefferman-Stein
不等式和弱型 Fefferman-Stein 不等式, 它在调和分析中有很重要的应用, 读者可参考文
[16] 的第 5 章和第 6 章, 其中有非常精彩的阐述. 然而 (1.4) 对于奇异积分算子 T 并不

成立, Córdoba 和 Fefferman [17] 证明了当 Mω 换为 Mrω = M(ωr)1/r, 1 < r < ∞ 时,
(1.4)成立. Wilson [18]在 1 < p < 2情形下将文 [17]中的结果改进到了M2 ∼ML log L.
Pérez [19] 将文 [18] 中的结果推广到了 p > 2 以及端点情形, 也可见文 [20]:∫

Rn

Tf(x)pω(x)dx ≲
∫
Rn

|f(x)|pMAω(x)dx, 1 < p <∞, A ∈ Bp,

ω({x ∈ Rn : |Tf(x)| > t}) ≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|MAω(x)dx, t > 0, A ∈
⋃
p>1

Bp, (1.5)

这里 A : [0,∞) → [0,∞) 为 Young 函数, 即严格单调递增的连续凸函数且满足 A(0) =

0, lim
t→∞

A(t)
t

= ∞,

MAω(x) := sup
Q∋x

∥ω∥A,Q,

其中

∥ω∥A,Q := inf
{
λ > 0 :

1

|Q|

∫
Q

A
( |ω(x)|

λ

)
dx ⩽ 1

}
.

称 A ∈ Bp, 若存在正数 c, 使得∫ ∞

c

A(t)

tp
dt
t
<∞, 1 < p <∞.
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Chang, Wilson 和 Wolff [21] 在 p = 2 时, 证明了卷积型的 Sα 也满足强型 Fefferman-
Stein 不等式, Chanillo 和 Wheeden [22] 指出当 p > 2 时, Sα 不满足强型 Fefferman-
Stein 不等式, 并将文 [21] 中的结果推广到 1 < p ⩽ 2 时:∫

Rn

Sα(f)(x)
pω(x)dx ≲

∫
Rn

|f(x)|pMω(x)dx.

最近, Cao 等人 [23] 将上述结果推广到了多线性 Sα 及 g∗λ. 从已有结果来看, 自然会问
下面的问题.

问题 1 在端点情形下, Littlewood-Paley 算子的 Fefferman-Stein 类型不等式如何
建立？

Berra, Carena, Pradolini [24] 最近将 (1.5) 推广到混合弱型 Fefferman-Stein 估计:
给定 δ > 0, q > 1, 设 φ(z) = z(1 + log+ z)δ, 0 ⩽ µ ∈ L1

loc(Rn), ν ∈ RH∞ ∩ Aq, 则对每
个 t > 0 和 p > max{q, 1 + 1

δ
},

µν
({
x ∈ Rn :

|T (fν)(x)|
ν(x)

> t
})

≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|Mφ,ν1−q′µ(x)M(Ψ(ν))(x)dx,

其中 f ∈ L∞
c (Rn), Ψ(z) = zp

′+1−q′χ[0,1](z) + zp
′
χ[1,∞)(z),

Mφ,ν1−q′µ(x) = sup
Q∋x

∥µ∥φ,Q,ν1−q′ ,

∥µ∥φ,Q,ν1−q′ = inf
{
λ > 0 :

1

ν1−q′(Q)

∫
Q

φ
( |µ(x)|

λ

)
ν1−q′(x)dx ⩽ 1

}
.

当 ν = 1 时, 上式即为 Calderón-Zygmund 算子 T 的弱型 Fefferman-Stein 估计. 加权
混合弱型估计肇端于 Sawyer [25] 的著名工作, Sawyer 为了研究 Hardy-Littlewood 极
大算子加权有界性的新证明, 将 Hardy-Littlewood 极大算子的加权弱 (1,1) 不等式推广
到加权混合弱型不等式, 但因权函数在分布集中会导致在证明该类型不等式时无法使用
Vitali 覆盖引理, 因此该推广是非平凡的. 在后续研究中也发现加权混合弱型估计可应
用于加权外插理论、多线性算子理论以及遍历理论, 读者可参看文 [26–28]. 更多关于
加权混合弱型的相关研究, 可参考文 [23, 29–33], 特别地, 文 [23] 中研究了 Littlewood-
Paley 算子的加权混合弱型估计, 那么有下面的问题.

问题 2 是否可建立 Littlewood-Paley 算子的混合弱型 Fefferman-Stein 估计呢？

本文解决了上述两个问题, 主要结果如下.

定理 1.1 设 λ > 2, α ⩾ 1, ψ 满足 (1.1)–(1.3) 且 0 < γ0 < min{ (λ−2)n
2

, δ}. 设
q > 1, µ 为权, ν ∈ RH∞ ∩ Aq, Ψ(z) = zp

′+1−q′χ[0,1](z) + zp
′
χ[1,∞)(z). 则对于任意的

f ∈ L∞
c (Rn), p > max{q, 2},

µν
({
x ∈ Rn :

g∗λ(fν)(x)

ν(x)
> t

})
≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|Mν1−p′µ(x)M(Ψ(ν))(x)dx, t > 0,
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µν
({
x ∈ Rn :

Sα(fν)(x)

ν(x)
> t

})
≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|Mν1−p′µ(x)M(Ψ(ν))(x)dx, t > 0,

其中

Mω(f)(x) := sup
Q∋x

1

ω(Q)

∫
Q

|f(x)|ω(x)dx.

当 ν = 1 时, 定理 1.1 的结论即为如下 Littlewood-Paley 算子的弱型 Fefferman-
Stein 不等式.

推论 1.1 设 λ > 2, α ⩾ 1, ψ 满足 (1.1)–(1.3) 且 0 < γ0 < min
{

(λ−2)n
2

, δ
}

. 设 µ

为权, 则对于任意的 f ∈ L∞
c (Rn),

µ
({
x ∈ Rn : g∗λ(f)(x) > t

})
≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|Mµ(x)dx, t > 0,

µ
({
x ∈ Rn : Sα(f)(x) > t

})
≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|Mµ(x)dx, t > 0.

作为应用, 本文还建立了 Littlewood-Paley 算子的双权弱型估计.

定理 1.2 设 λ > 2, α ⩾ 1, ψ 满足 (1.1)–(1.3) 且 0 < γ0 < min
{

(λ−2)n
2

, δ
}

. 设
Young 函数 Φ 的补函数 Φ ∈ Bp′ , 1 < p <∞. 若 µ, ν 为一对权满足

sup
Q

∥ν−1/p∥p′,Q∥µ1/p∥Φ,Q <∞.

则

tµ({x ∈ Rn : g∗λ(f)(x) > t})1/p ≲ ∥f∥Lp(ν), t > 0,

tµ({x ∈ Rn : Sα(f)(x) > t})1/p ≲ ∥f∥Lp(ν), t > 0,

其中 Φ : [0,∞) → [0,∞),

Φ(t) = sup
s>0

{st− Φ(s)}.

本文结构安排如下: 第 2 部分将介绍一些需要用到的预备知识, 第 3 部分给出定理
1.1 的证明, 第 4 部分给出定理 1.2 的证明.

为了方便起见, 本文引入以下记号: 记 C 为常数, 但在不同的地方可能不同. 记
B(x, r) 为中心在 x ∈ Rn, 半径为 r 的开球. 对于任意可测集 E ⊂ Rn, 记 |E| 为 E 的

Lebesgue 测度, χE 为 E 的特征函数. 若 f ⩽ Cg, 则记 f ≲ g; 若 f ≲ g ≲ f , 则记
f ∼ g. 对于 1 ⩽ p ⩽ ∞, 当 1

p
+ 1

p′ = 1, 记 p′ 是 p 的共轭指标.

2 预备 知识

本小节回顾一些需要用到的权的知识.

定义 2.1 权是定义在 Rn 上的几乎处处大于 0的局部可积函数. 称权 ω ∈ Ap (1 <



1 期 陈嵩箐 方权清 潘思慧 Littlewood-Paley 算子的混合弱型 Fefferman-Stein 不等式及其应用 15

p <∞), 若存在常数 C > 0, 使得

sup
Q

( 1

|Q|

∫
Q

ω(y)dy
)( 1

|Q|

∫
Q

ω(y)1−p′dy
)p−1

< C, (2.1)

其中上确界取遍所有的方体 Q ⊂ Rn. 称权 w ∈ A1, 若存在常数 C > 0, 使得
1

|Q|

∫
Q

w(y)dy ⩽ C inf
y∈Q

w(y). (2.2)

把满足(2.1)–(2.2)的最小常数 C 分别记为 [ω]Ap
和 [ω]A1

.

Ap 权的一个重要性质是满足双倍条件, 即对每个方体 Q, 存在常数 C > 1, 使得
ω(2Q) ⩽ Cω(Q).

定义 2.2 设 ω 为权, 称 ω ∈ RHs (1 < s <∞), 若存在常数 C > 0, 使得对每个方
体 Q ⊂ Rn, ( 1

|Q|

∫
Q

ω(x)sdx
)1/s

⩽ C

|Q|

∫
Q

ω(x)dx. (2.3)

称 ω ∈ RH∞, 若存在常数 C > 0, 使得对每个方体 Q ⊂ Rn,

sup
Q

ω ⩽ C

|Q|

∫
Q

ω(x)dx. (2.4)

把满足(2.3)–(2.4)的最小常数 C 分别记为 [ω]RHs
和 [ω]RH∞ .

以下引理是证明中需要用到的权性质.

引理 2.1 [34] 设 ω 为权, 1 < p <∞.
(1) 若 ω ∈ RH∞ ∩Ap, 则 ω1−p′ ∈ A1;

(2) 若 ω ∈ RH∞, 则对于每个 r > 0, 有 ωr ∈ RH∞.

3 Littlewood-Paley 算子的混合弱型 Fefferman-Stein 不等式

本节将给出定理 1.1 的证明. 由于 Sα 可被 g∗λ 逐点控制, 故今后只对 g∗λ 证明相关

结论.

引理 3.1 设 ω 为双倍权, Mωf < ∞ a.e., Q 为固定的方体. 则对于任意的 x, y ∈
Q,

Mω(fχRn\4
√
nQ)(x) ∼Mω(fχRn\4

√
nQ)(y).

证 固定 x, y ∈ Q, 令方体 Q′ ∋ x. 不妨设 Q′∩ (Rn\4
√
nQ) ̸= ∅. 则 Q ⊂ 4

√
nQ. 事

实上,由 B
(
xQ′ ,

lQ′

2

)
⊂ Q′ 可得 B

(
xQ′ ,

lQ′

2

)
∩(Rn\4

√
nQ) ̸= ∅,其中 xQ′ , lQ′ 分别表示方

体 Q′ 的中心和边长. 故存在 z ∈ B
(
xQ′ ,

lQ′

2

)
∩ (Rn\4

√
nQ), 一方面, |z − xQ| > 2

√
nlQ,

其中 xQ, lQ 分别表示方体 Q 的中心和边长. 另一方面,

|z − xQ| ⩽ |z − x|+ |x− xQ|
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⩽ |z − xQ′ |+ |x− xQ′ |+ |x− xQ|

⩽ lQ′

2
+

√
nlQ′

2
+

√
nlQ
2

⩽
√
nlQ′ +

√
nlQ
2

.

故 lQ′ > 3lQ
2

. 从而任意的 z ∈ Q,

|z − xQ′ | ⩽ |z − x|+ |x− xQ′ |

⩽
√
nlQ +

√
nlQ′

2

<
2
√
nlQ′

3
+

√
nlQ′

2
< 2

√
nlQ′ .

由此即得 Q ⊂ 4
√
nQ′. 于是对每个 Q′ ∋ x, 由 ω 为双倍权, 可得

1

ω(Q′)

∫
Q′

|f(x)|χRn\4
√
nQ(x)ω(x)dx

⩽ ω(4
√
nQ′)

ω(Q′)

1

ω(4
√
nQ′)

∫
4
√
nQ′

|f(x)|χRn\4
√
nQ(x)ω(x)dx

≲Mω(fχRn\4
√
nQ)(y).

则

Mω(fχRn\4
√
nQ)(x) ≲Mω(fχRn\4

√
nQ)(y).

同理可证

Mω(fχRn\4
√
nQ)(x) ≳Mω(fχRn\4

√
nQ)(y).

于是引理得证.

引理 3.2 设 ω ∈ A1. 则对于使得 Mωf < ∞ a.e. 的每个函数 f , 有 Mf ⩽
[ω]A1

Mωf .

证 固定 x 且令方体 Q ∋ x. 利用 ω ∈ A1, 有
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx =
ω(Q)

|Q|
1

ω(Q)

∫
Q

|f(x)|ω(x)ω(x)−1dx

⩽ [ω]A1
inf
Q
ω
(

sup
Q
ω−1

) 1

ω(Q)

∫
Q

|f(x)|ω(x)dx

⩽ [ω]A1
Mωf(x).

对所有这些方体 Q ∋ x 取上确界即证.

下面给出定理 1.1 的证明.

定理 1.1 的证明 先考虑 µ 有界的情形. 固定 t > 0, 在水平 t 上对 f 关于测度

dµ(x) = ν(x)dx 作 Calderón-Zygmund 分解. 从 ν ∈ RH∞ 容易看出 µ 是倍测度. 由
Calderón-Zygmund 分解可得到二进方体族 {Qj}∞j=1 满足

t <
1

ν(Qj)

∫
Qj

f(y)ν(y)dy ⩽ Ct.
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记 Ω =
∞⋃
j=1

Qj , 则 f(x) ⩽ t a.e. x ∈ Rn\Ω. 同样地, 根据 Calderón-Zygmund 分解,

f = g + h, 其中

g(x) =


f(x), x ∈ Rn\Ω;

1

ν(Qj)

∫
Qj

f(y)ν(y)dy, x ∈ Qj ,

h(x) =
∞∑
j=0

hj(x),

hj(x) =
(
f(x)− 1

ν(Qj)

∫
Qj

f(y)ν(y)dy
)
χQj

(x).

从而 g(x) ⩽ ct a.e. x ∈ Rn, hj 支在 Qj 上且∫
Qj

hj(x)ν(x)dx = 0.

记 Q∗
j = 4

√
nQj , Ω∗ =

⋃
j

Q∗
j . 则

µν
({
x ∈ Rn :

g∗λ(fν)(x)

ν(x)
> t

})
⩽ µν

({
x ∈ Rn\Ω∗ :

g∗λ(gν)(x)

ν(x)
>
t

2

})
+ µν(Ω∗)

+ µν
({
x ∈ Rn\Ω∗ :

g∗λ(hν)(x)

ν(x)
>
t

2

})
=: I + II + III. (3.1)

先处理 I. 记 µ∗ = µχRn\Ω∗ , 对 p′ ∈ (1, 2], 由 Chebyshev 不等式和 g∗λ 的强型

Fefferman-Stein 不等式 (见 [23]), 可得

I ≲ 1

tp′

∫
Rn

g∗λ(gν)(x)
p′
µ∗(x)ν(x)1−p′dx

≲ 1

tp′

∫
Rn

|g(x)ν(x)|p
′
M(µ∗ν1−p′

)(x)dx. (3.2)

为此，需处理 M(µ∗ν1−p′
). 固定 x 且方体 Q ∋ x, 则

1

|Q|

∫
Q

µ∗(x)ν(x)1−p′dx

=
1

|Q|

∫
Q∩{ν(x)1−p′⩽e}

µ∗(x)ν(x)1−p′dx+
1

|Q|

∫
Q∩{ν(x)1−p′⩾e}

µ∗(x)ν(x)1−p′dx.

根据引理 2.1 可得 ν1−q′ ∈ A1, 于是
1

|Q|

∫
Q∩{ν(x)1−p′⩽e}

µ∗(x)ν(x)1−p′dx ⩽ e

|Q|

∫
Q

µ∗(x)dx

=
e

ν1−q′(Q)

∫
Q

µ∗(x)ν(x)1−q′ν(x)q
′−1dxν

1−q′(Q)

|Q|

≲ 1

ν1−q′(Q)

∫
Q

µ∗(x)ν(x)1−q′dx sup
Q
νq

′−1 inf
Q
ν1−q′

⩽Mν1−q′µ∗(x).
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注意到

νp
′ max{1, ν1−q′} = Ψ(ν).

取 τ = q′−1
p′−1

− 1, 对于 x ∈ Q, 有

1

|Q|

∫
Q∩{ν(x)1−p′⩾e}

µ∗(x)ν(x)1−p′dx ⩽ 1

|Q|

∫
Q∩{ν(x)1−p′⩾e}

µ∗(x)ν(x)(1−p′)(1+τ)dx

⩽ 1

|Q|

∫
Q

µ∗(x)ν(x)1−q′dx

=
1

ν1−q′(Q)

∫
Q

µ∗(x)ν(x)1−q′dxν
1−q′(Q)

|Q|

≲Mν1−q′µ∗(x)max{1, ν(x)1−q′}

⩽Mν1−q′µ∗(x)ν(x)−p′
Ψ(ν)(x).

所以

M(µ∗ν1−p′
) ≲Mν1−q′ (µ∗)(x)ν−p′

(x)Ψ(ν)(x).

将其代入 (3.2), 可得

I ≲ 1

tp′

∫
Rn

|g(x)|p
′
Mν1−q′ (µ∗)(x)Ψ(ν)(x)dx

=
1

tp′

∫
Rn

|g(x)||g(x)|p
′−1Mν1−q′ (µ∗)(x)Ψ(ν)(x)dx

≲ 1

t

∫
Rn

|g(x)|Mν1−q′ (µ∗)(x)Ψ(ν)(x)dx

⩽ 1

t

∫
Rn\Ω

|f(x)|Mν1−q′ (µ)(x)Ψ(ν)(x)dx

+
1

t

∫
Ω

∣∣∣ 1

ν(Qj)

∫
Qj

f(y)ν(y)dy
∣∣∣Mν1−q′ (µ∗)(x)Ψ(ν)(x)dx. (3.3)

记 µ∗
j = µχRn\4

√
nQj

. 注意到 µ 有界, 故由引理 3.1 和 ν ∈ RH∞, 可得

1

t

∫
Ω

∣∣∣ 1

ν(Qj)

∫
Qj

f(y)ν(y)dy
∣∣∣Mν1−q′ (µ∗)(x)Ψ(ν)(x)dx

≲ 1

t

∑
j

(
inf
Qj

Mν1−q′ (µ∗
j )
)(Ψ ◦ ν)(Qj)

ν(Qj)

∫
Qj

|f(x)|ν(x)dx

⩽ 1

t
[ν]RH∞

∑
j

(
inf
Qj

Mν1−q′ (µ∗
j )
)(Ψ ◦ ν)(Qj)

|Qj |

∫
Qj

|f(x)|dx

⩽ 1

t
[ν]RH∞

∑
j

∫
Qj

|f(x)|Mν1−q′ (µ)(x)M(Ψ(ν))(x)dx

≲ 1

t

∫
Ω

|f(x)|Mν1−q′ (µ)(x)M(Ψ(ν))(x)dx.
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结合 (3.3), 可得

I ≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|Mν1−q′ (µ)(x)M(Ψ(ν))(x)dx. (3.4)

再处理 II. 由引理 2.1 及 ν 的倍测度性质, 可得

µν(Q∗
j ) = ν1−q′(Q∗

j )
1

ν1−q′(Q∗
j )

∫
Q∗

j

µ(x)ν(x)1−q′ν(x)q
′dx

⩽ ν1−q′(Q∗
j )

1

ν1−q′(Q∗
j )

∫
Q∗

j

µ(x)ν(x)1−q′dx sup
Q∗

j

ν(x)q
′

⩽ [νq
′
]RH∞

ν1−q′(Q∗
j )

|Q∗
j |

νq
′
(Q∗

j ) inf
Q∗

j

Mν1−q′ (µ)(x)

⩽ [νq
′
]RH∞ [ν1−q′ ]A1

νq
′
(Q∗

j ) inf
Q∗

j

ν(x)1−q′ inf
Q∗

j

Mν1−q′ (µ)(x)

≲ ν(Qj) inf
Qj

Mν1−q′ (µ)(x)

⩽ 1

t

∫
Qj

|f(x)|ν(x)Mν1−q′ (µ)(x)dx

⩽ 1

t

∫
Qj

|f(x)|Mν1−q′ (µ)(x)M(Ψ(ν))(x)dx.

故

II ⩽
∑
j

µν(Q∗
j ) ≲

1

t

∫
Rn

|f(x)|Mν1−q′ (µ)(x)M(Ψ(ν))(x)dx. (3.5)

最后处理 III. 显然

III ⩽ µν
({
x ∈ Rn\Ω∗ :

∑
j

g∗λ(hjν)(x)

ν(x)
>
t

2

})
≲ 1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

g∗λ(hjν)(x)µ(x)dx. (3.6)

记 Qj 的中心为 xQj
, 边长为 lQj

. 利用 hj 的消失性和 Minkowski 不等式, 有

g∗λ(hjν)(x)

=
(∫∫

Rn+1
+

( t

t+ |x− z|

)nλ∣∣∣ ∫
Rn

hj(y)ν(y)t
−n

[
ψ
(z
t
,
y

t

)
− ψ

(z
t
,
xQj

t

)]
dy

∣∣∣2 dzdt
tn+1

)1/2

⩽
∫
Rn

(∫∫
Rn+1

+

( t

t+ |x− z|

)nλ∣∣∣t−nψ
(z
t
,
y

t

)
− t−nψ

(z
t
,
xQj

t

)∣∣∣2 dzdt
tn+1

)1/2

× |hj(y)|ν(y)dy

⩽ Jj(x) + J ′
j(x) +Kj(x), (3.7)

其中

Jj(x) :=

∫
Rn

[ ∫ ∞

0

∫
|z−xQj

|⩽2|xQj
−y|

( t

t+ |x− z|

)nλ

t−2n
∣∣∣ψ(z

t
,
y

t

)∣∣∣2 dzdt
tn+1

]1/2
× |hj(y)|ν(y)dy,
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J ′
j(x) :=

∫
Rn

[ ∫ ∞

0

∫
|z−xQj

|⩽2|xQj
−y|

( t

t+ |x− z|

)nλ

t−2n
∣∣∣ψ(z

t
,
xQj

t

)∣∣∣2 dzdt
tn+1

]1/2
× |hj(y)|ν(y)dy,

Kj(x) :=

∫
Rn

[ ∫ ∞

0

∫
|z−xQj

|⩾2|xQj
−y|

( t

t+ |x− z|

)nλ

t−2n
∣∣∣ψ(z

t
,
y

t

)
− ψ

(z
t
,
xQj

t

)∣∣∣2 dzdt
tn+1

]1/2
|hj(y)|ν(y)dy.

先处理 Jj . 因 γ0 <
(λ−2)n

2
, 可选取 γ > 0 充分小, 使得 γ < min

{
δ, n

2

}
, 2γ0 +2n+

2γ < nλ, 利用 (1.1) 和 γ < δ, 可得∫ ∞

0

∫
|z−xQj

|⩽2|xQj
−y|

( t

t+ |x− z|

)nλ

t−2n
∣∣∣ψ(z

t
,
y

t

)∣∣∣2 dzdt
tn+1

≲
∫ ∞

0

∫
|z−xQj

|⩽2|xQj
−y|

( t

t+ |x− z|

)nλ( t

t+ |y − z|

)2n+2δ dzdt
t3n+1

⩽
∫ ∞

0

∫
|z−xQj

|⩽2|xQj
−y|

( t

t+ |x− z|

)2n+2γ( t

t+ |y − z|

)2n+2γ dzdt
t3n+1

,

当 |z − xQj
| ⩽ 2|xQj

− y|, x ∈ Rn\Ω∗, y ∈ Qj 时, 有

|x− z| ⩾ |x− xQj
| − |z − xQj

| ⩾ |x− xQj
| − 2|y − xQj

| ⩾ 3|x− xQj
|

4
,

|y − z| ⩽ |z − xQj
|+ |y − xQj

| ⩽ 3
√
nlQj

2
.

则有 ∫ ∞

0

∫
|z−xQj

|⩽2|xQj
−y|

( t

t+ |x− z|

)nλ

t−2n
∣∣∣ψ(z

t
,
y

t

)∣∣∣2 dzdt
tn+1

≲
∫
|y−z|⩽3

√
nlQj

/2

∫ lQj

0

( t

t+ |x− z|

)2n+2γ( t

|y − z|

)n−γ dzdt
t3n+1

+

∫
|y−z|⩽3

√
nlQj

/2

∫ ∞

lQj

( t

|x− z|

)2n+2γ dzdt
t3n+1

≲ 1

|x− xQj
|2n+2γ

[ ∫
|y−z|⩽3

√
nlQj

/2

dz
|y − z|n−γ

∫ lQj

0

tγ−1dt

+

∫
|y−z|⩽3

√
nlQj

/2

dz
∫ ∞

lQj

t−n+2γ−1dt
]

∼
l2γQj

|x− xQj
|2n+2γ

.

将上式代入 Ji, 根据 µ 有界, ν1−q′ ∈ A1, Mν1−q′ (µ) <∞, 利用引理 3.2, 可得
1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

Jj(x)µ(x)dx

≲ 1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

∫
Qj

lγQj

|x− xQj
|n+γ

|hj(y)|ν(y)dyµ(x)dx
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⩽ 1

t

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|ν(y)dy
∞∑
k=1

∫
2k−12

√
nlQj

<|x−xQj
|⩽2k2

√
nlQj

lγQj

|x− xQj
|n+γ

µ∗
j (x)dx

⩽ 1

t

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|ν(y)dy
∞∑
k=1

∫
B(xQj

,2k2
√
nlQj

)

lγQj

(2k−12
√
nlQj

)n+γ
µ∗
j (x)dx

≲ 1

t

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|ν(y)dy inf
Qj

M(µ∗
j )

⩽ 1

t

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|ν(y)M(µ∗
j )(y)dy

≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy. (3.8)

类似于 (3.8) 的处理, 可得
1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

J ′
j(x)µ(x)dx ≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy. (3.9)

再处理 Kj . 将 S := {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

| > 2|xQj
− y|} 分解成以下部分:

S1 := S ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : max{|z − x|, |z − y|} ⩽ t},

S2 := S ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : t < |z − y|},

S3 := S ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : t < |z − x|}.

则由 (1.3), 可得

Kj(x) ≲
∫
Rn

(∫
S1

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δl2γ0

Qj

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

+

∫
Rn

(∫
S2

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δl2γ0

Qj

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

+

∫
Rn

(∫
S3

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δl2γ0

Qj

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

=: Kj1(x) +Kj2(x) +Kj3(x). (3.10)

为估计 Kj1, 将 S1 拆分成以下集合:

S11 := S1 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

| ⩽
√
nlQj

},

S12 := S1 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

| >
√
nlQj

, t < |z − xQj
+ 2

√
nlQj

|},

S13 := S1 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

| >
√
nlQj

, t ⩾ |z − xQj
+ 2

√
nlQj

|}.

当 (z, t) ∈ S11, x ∈ Rn\Ω∗ 时,

t ⩾ |x− z| ⩾ |x− xQj
| − |z − xQj

| ⩾ |x− xQj
|

2
.

故

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S11

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy
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⩽ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ ∞

|x−xQj
|/2

∫
|z−y|⩽t

t2δ

t2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

∼ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.11)

当 (z, t) ∈ S12, y ∈ Qj 时,

t < |z − xQj
|+ 2

√
nlQj

⩽ |z − xQj
|+ 2|z − xQj

| = 3|z − xQj
|,

t ⩾ |y − z| ⩾ |z − xQj
| − |y − xQj

| ⩾ |z − xQj
| −

√
nlQj

2
⩾ |z − xQj

|
2

.

由此推出

|x− xQj
| ⩽ |x− z|+ |z − xQj

| ⩽ t+ |z − xQj
| ⩽ 4|z − xQj

|.

因此

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S12

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

⩽ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ 3|z−xQj
|

|z−xQj
|/2

∫
|z−xQj

|⩾|x−xQj
|/4

t2δ

|z − xQj
|2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

∼ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫
|z−xQj

|⩾|x−xQj
|/4

|z − xQj
|−2n−2γ0

∫ 3|z−xQj
|

|z−xQj
|/2

dtdz
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

∼ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.12)

当 (z, t) ∈ S13 时,

2t ⩾ |x− z|+ |z − xQj
| ⩾ |x− xQj

|,

则

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S13

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

⩽ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ ∞

|x−xQj
|/2

∫
|z−xQj

|<t

t−2n−2γ0
dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

∼ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.13)

结合 (3.11)–(3.13), 类似于 (3.8) 的估计, 可得
1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

Kj1(x)µ(x)dx

≲ 1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

∫
Qj

lγ0

Qj

|x− xQj
|n+γ0

|hj(y)|ν(y)dyµ(x)dx

≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy. (3.14)

再估计 Kj2. 注意到 S2 ⊂ S′
2 ∪ S3, 其中

S′
2 := S ∩ {(z, t) ∈ Rn+1

+ : |z − x| ⩽ t < |z − y|}.
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则

Kj2(x) ⩽
∫
Rn

(∫
S′
2

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δl2γ0

Qj

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

+

∫
Rn

(∫
S3

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δl2γ0

Qj

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

=: K ′
j2(x) +Kj3(x). (3.15)

将 S′
2 分解为

S21 := S′
2 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1

+ : |z − xQj
| > 2|x− xQj

|},

S22 := S′
2 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1

+ : |z − xQj
| ⩽ 2|x− xQj

|}.

当 (z, t) ∈ S21, x ∈ Rn\Ω∗ 时,

t ⩾ |z − x| ⩾ |z − xQj
| − |x− xQj

| >
|z − xQj

|
2

,

t < |z − y| ⩽ |z − xQj
|+ |y − xQj

| ⩽ |z − xQj
|+ |x− xQj

| <
3|z − xQj

|
2

.

于是

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S21

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

⩽ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫
|z−xQj

|>2|x−xQj
|

∫ 3|z−xQ−j |/2

|z−xQj
|/2

t−2n−2γ0
dtdz
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

∼ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.16)

当 (z, t) ∈ S22, y ∈ Qj , x ∈ Rn\Ω∗ 时, 有

t < |y − z| ⩽ |y − xQj
|+ |z − xQj

| < |x− xQj
|+ 2|x− xQj

| = 3|x− xQj
|,

t+ |z − xQj
| ⩾ |z − x|+ |z − xQj

| ⩾ |x− xQj
|.

故

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S22

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

⩽ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ 3|x−xQj
|

0

∫
|z−x|⩽t

t2δ

|x− xQj
|2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

∼ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.17)

结合 (3.16)–(3.17), 类似于 (3.8) 的估计, 可得
1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

K ′
j2(x)µ(x)dx ≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy. (3.18)

由 (3.15), 为进一步估计 Kj2, 接下来需要估计 Kj3. 将 S3 分解为

S′
3 := S3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1

+ : |z − xQj
| <

√
nlQj

},
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S′′
3 := S3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1

+ : |z − xQj
| ⩾

√
nlQj

}.

对于 S′
3, 进一步将其分解为

S′
31 := S′

3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : t > |z − xQj

|},

S′
32 := S′

3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : t ⩽ |z − xQj

|}.

当 (z, t) ∈ S′
31, x ∈ Rn\Ω∗ 时,

2|x− z| > |x− z|+ t > |x− z|+ |z − xQj
| ⩾ |x− xQj

|,

t < |x− z| ⩽ |z − xQj
|+ |x− xQj

| <
3|x− xQj

|
2

.

则对于 (3.8) 中的 γ, 有( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

⩽
( t

t+ |x− z|

)2n+2γ0+2γ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

≲ t2n+2γ0+2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ

t2δ

t2n+2δ+2γ0

tn−γ

|z − xQj
|n−γ

⩽ tn+γ

|x− xQj
|2n+2δ+2γ0 |z − xQj

|n−γ
.

故

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′
31

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫
|z−xQj

|<
√
nlQj

∫ 3|x−xQj
|/2

0

tn+γ

|x− xQj
|2n+2δ+2γ0 |z − xQj

|n−γ

dtdz
tn+1

)1/2

× |hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.19)

当 (z, t) ∈ S′
32, x ∈ Rn\Ω∗ 时,

t ⩽ |z − xQj
| <

√
nlQj

⩽ |x− xQj
|

2
,

|x− z| ⩾ |x− xQj
| − |z − xQj

| >
|x− xQj

|
2

.

则 ( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

⩽
( t

t+ |x− z|

)2n+2γ0+2γ t2δ

tn+δ+γ0 |z − xQj
|n+δ+γ0

≲ tn+δ+γ0+2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ |z − xQj

|n+δ+γ0
.
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将上述估计代入下式, 可得

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′
32

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ |x−xQj
|/2

0

∫
|z−xQj

|⩾t

tn+δ+γ0+2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ |z − xQj

|n+δ+γ0

dzdt
tn+1

)1/2

× |hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.20)

对于 S′′
3 , 进一步将其分解为

S′′
31 := S′′

3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

|

⩽ t < |z − xQj
|+ 2

√
nlQj

, 2|z − xQj
| > |x− xQj

|},

S′′
32 := S′′

3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

|

⩽ t < |z − xQj
|+ 2

√
nlQj

, 2|z − xQj
| ⩽ |x− xQj

|},

S′′
33 := S′′

3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

|+ 2
√
nlQj

⩽ t, 2|z − xQj
| > |x− xQj

|},

S′′
34 := S′′

3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

|+ 2
√
nlQj

⩽ t, 2|z − xQj
| ⩽ |x− xQj

|},

S′′
35 := S′′

3 ∩ {(z, t) ∈ Rn+1
+ : |z − xQj

| > t, |x− z| > 2|x− xQj
|},

S′′
36 := S′′

3 ∩
{
(z, t) ∈ Rn+1

+ : |z − xQj
| > t,

|x− xQj
|

2
< |x− z| ⩽ 2|x− xQj

|
}
,

S′′
37 := S′′

3 ∩
{
(z, t) ∈ Rn+1

+ : |z − xQj
| > t, |x− z| ⩽ |x− xQj

|
2

}
.

对任意 (z, t) ∈ S′′
31, x ∈ Rn\Ω∗, 有

|z − xQj
| ⩽ t < |z − xQj

|+ 2
√
nlQj

⩽ |z − xQj
|+ |x− xQj

| < 3|z − xQj
|.

又由 ( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

⩽ t−2n−2γ0 ,

所以

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′′
31

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

⩽ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫
|z−xQj

|>|x−xQj
|/2

∫ 3|z−xQj
|

|z−xQj
|
t−2n−2γ0

dtdz
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.21)

对任意 (z, t) ∈ S′′
32, x ∈ Rn\Ω∗,

t < |z − xQj
|+ 2

√
nlQj

⩽ |z − xQj
|+ |x− xQj

| ⩽ 3|x− xQj
|

2
,
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|x− z| ⩾ |x− xQj
| − |z − xQj

| ⩾ |x− xQj
|

2
.

结合 ( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

⩽
( t

t+ |x− z|

)2n+2γ0+2γ t2δ

t2n+2δ+2γ0

≲ t2n+2γ0+2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ

t2δ

t2n+2δ+2γ0
,

可得

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′′
32

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ 3|x−xQj
|/2

0

∫
|z−xQj

|⩽t

t2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.22)

对任意 (z, t) ∈ S′′
33. 显然 min{t, |z − xQj

|} > |x−xQj
|

2
. 利用( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

⩽ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2δ

1

(t+ |z − xQj
|)2n+2γ0

⩽ 1

|z − xQj
|2n+2γ0

,

可得

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′′
33

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

⩽ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫
|z−xQj

|>|x−xQj
|/2

∫ ∞

|x−xQj
|/2

|z − xQj
|−2n−2γ0

dtdz
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.23)

对任意 (z, t) ∈ S′′
34,

t < |z − x| ⩽ |z − xQj
|+ |x− xQj

| ⩽ 3|x− xQj
|

2
.

又 ( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

⩽
( t

t+ |x− z|

)2n+2γ0+2γ

t−2n−2γ0

≲ t2n+2γ0+2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ

t−2n−2γ0 .



1 期 陈嵩箐 方权清 潘思慧 Littlewood-Paley 算子的混合弱型 Fefferman-Stein 不等式及其应用 27

故

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′′
34

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ 3|x−xQj
|/2

0

∫
|z−xQj

|<t

t2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.24)

对任意 (z, t) ∈ S′′
35,

|z − xQj
| ⩾ |z − x| − |x− xQj

| > |x− xQj
|.

另外 ( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

⩽
( t

t+ |x− z|

)2n+2γ0−2γ t2δ

|z − xQj
|2n+2δ+2γ0

⩽ t2n+2γ0−2γ

|x− xQj
|2n+2γ0−2γ

t2δ

|z − xQj
|2n+2δ+2γ0

.

于是

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′′
35

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

⩽ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫
|z−xQj

|>|x−xQj
|

∫ |z−xQj
|

0

t2n+2γ0+2δ−2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2δ−2γ |z − xQj

|2n+2δ+2γ0

dtdz
tn+1

)1/2

× |hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.25)

对任意 (z, t) ∈ S′′
36, 有

t < |z − xQj
| ⩽ |z − x|+ |x− xQj

| ⩽ 3|x− xQj
|,

且 ( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

≲ t2n+2γ0+2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ

t2δ

|z − xQj
|2n+2δ+2γ0

,

故

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′′
36

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ 3|x−xQj
|

0

∫
|z−xQj

|>t

t2n+2δ+2γ0+2γ

|x− xQj
|2n+2γ0+2γ |z − xQj

|2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

× |hj(y)|ν(y)dy
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≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.26)

最后, 对任意 (z, t) ∈ S′′
37, 有

t < |z − xQj
| ⩽ |z − x|+ |x− xQj

| ⩽ 3|x− xQj
|

2
,

利用
|x−xQj

|
2

⩽ |z − xQj
| ⩽ 3|x−xQj

|
2

,( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

≲
( t

|x− z|

)2n+2γ0 t2δ

|x− xQj
|2n+2δ+2γ0

,

可得

lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S′′
37

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

(∫ 3|x−xQj
|/2

0

∫
|z−x|>t

( t

|x− z|

)2n+2γ0 t2δ

|x− xQj
|2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

× |hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy. (3.27)

结合 (3.19)–(3.27), 可得

Kj3 := lγ0

Qj

∫
Rn

(∫
S3

( t

t+ |x− z|

)nλ t2δ

(t+ |z − xQj
|)2n+2δ+2γ0

dzdt
tn+1

)1/2

|hj(y)|ν(y)dy

≲ lγ0

Qj

∫
Qj

|hj(y)|
|x− xQj

|n+γ0
ν(y)dy.

类似于 (3.8) 的估计, 可得
1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

Kj3(x)µ(x)dx ≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy. (3.28)

由 (3.18), (3.15) 及 (3.28), 可得
1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

Kj2(x)µ(x)dx ≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy. (3.29)

于是由 (3.10), (3.14) 和 (3.28)–(3.29), 可得
1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

Kj(x)µ(x)dx ≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy.

结合 (3.6)–(3.9), 可得

III ≲ 1

t

∫
Rn\Ω∗

∑
j

(Kj(x) + Jj(x) + J ′
j(x))µ(x)dx

≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy.

结合 (3.4)–(3.5), 在 µ 有界时, 证明了

µν
({
x ∈ Rn :

g∗λ(fν)(x)

ν(x)
> t

})
≲ 1

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy.
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对于更一般的 µ 及每个 N ∈ N, 记 µN (x) = min{µ(x), N}, 则

µNν
({
x ∈ Rn :

g∗λ(fν)(x)

ν(x)
> t

})
⩽ C

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µN )(y)M(Ψ(ν))(y)dy

⩽ C

t

∫
Rn

|f(y)|Mν1−q′ (µ)(y)M(Ψ(ν))(y)dy,

其中 C 是与 N 无关的常数. 观察到 µN ↗ µ, 对上式使用单调收敛定理即可证明定理
1.1 对于更一般的 µ 成立.

4 Littlewood-Paley 算子的双权弱型不等式

本节证明定理 1.2. 证明中需要用到如下 Hardy-Littlewood 极大算子 M 的双权强

型有界性.

引理 4.1 (见 [35]) 设 1 < p <∞, A 为 Young 函数, 满足 A ∈ Bp, 若一对权 (µ, ν)

满足

sup
Q

∥u1/p∥p,Q∥v−1/p∥A,Q <∞,

则 M : Lp(v) → Lp(u).

定理 1.2 的证明 由 (µ, ν) 条件及引理 4.1, 知

M : Lp′
(µ−p′/p) → Lp′

(ν−p′/p).

固定 f , 不妨设 f ∈ C∞
c (Rn). 记 Ωt = {x ∈ Rn : g∗λ(f)(x) > t}, t > 0. 由对偶定理及推

论 1.1, 存在非负函数 g, 满足 ∥g∥Lp′ (Rn) = 1, 使得

µ(Ωt)
1/p = ∥µ1/pχΩt

∥Lp(Rn) =

∫
Ωt

µ(x)1/pg(x)dx

≲ 1

t

∫
Rn

|f(x)|M(µ1/pg)(x)dx

=
1

t

∫
Rn

|f(x)|ν(x)1/pν(x)−1/pM(µ1/pg)(x)dx

⩽
( 1

tp

∫
Rn

|f(x)|pν(x)dx
)1/p(∫

Rn

M(µ1/pg)(x)p
′
ν(x)−p′/pdx

)1/p′

≲
( 1

tp

∫
Rn

|f(x)|pν(x)dx
)1/p

∥g∥Lp′ (Rn)

=
( 1

tp

∫
Rn

|f(x)|pν(x)dx
)1/p

.
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