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具部 分 分数 阶耗散的 二 维不可压缩磁流体

方程的稳定 性∗

杨巧琦1 朱永刚1 邓雪梅2 周艳平1

提要 作者研究了具有垂直分数阶耗散 νΛ2α
2 u 和分数阶磁扩散 ηΛ2βb 的二维不可压缩磁流体动力学方程

解的稳定性. 对于该系统, 文 [Feng W, Wang W, Wu J. Stability for a system of the 2D incompressible
MHD equations with fractional dissipation [J]. J Math Fluid Mech, 2024, 26(4):57] 建立了在 Sobolev
空间 H3(R2) 上的稳定性. 通过引入新的带有分数阶导数的各向异性不等式, 将其稳定性结果推广至更低
的正则性空间 H2(R2).
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1 引　 言

磁流体动力学 (MHD) 方程作为描述导电流体 (如等离子体、液态金属和电解质等)
在电磁场中运动的核心数学模型, 其适定性与稳定性分析一直是偏微分方程领域的核心
课题之一, 在天体物理 (如太阳耀斑演化)、实验室核聚变 (如托卡马克装置等离子体约
束) 及空间物理 (如太阳风与地磁层相互作用) 中具有不可替代的应用价值 (见 [1–3]).
对于完全耗散的 MHD 方程, 早在 1972 年, Duvaut 和 Lions [4] 建立了全局 Leray-

Hopf 弱解的存在性. 1983 年, Sermange 和 Temam [5] 又证明了局部强解的存在性与唯
一性. 2008 年, Abidi 和 Paicu [6] 证明了在临界 Besov 空间存在全局适定性, 即当初始
数据足够小时, 存在唯一全局强解.

分数阶耗散的 MHD 方程是对经典的 MHD 方程的推广, 引入分数阶耗散项可以更
准确地描述一些复杂的物理现象. 近年来, 关于分数阶耗散的 MHD 方程的研究受到了
广泛关注. Ren, Wang 和 Wu [7] 研究了多维 MHD 方程在分数阶耗散情况下的正则性
问题. Dai, Ji 和 Wu [8] 研究了带有分数阶耗散 (−∆)αu 和分数阶磁扩散 (−∆)βb 的

MHD 方程弱解的存在性和唯一性. 姬瑞红, 叶苏慧和龙欢 [9] 建立了具有速度阻尼 νu

和垂直分数阶磁扩散 η∂2β
2 b 的二维不可压缩 MHD 方程解的稳定性. 更多关于分数阶耗

散的 MHD 方程的研究成果可以参考文 [10–14].
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特别地, Feng, Wang 和 Wu [10] 研究了如下具有垂直分数阶速度耗散和分数阶磁
扩散的二维不可压缩 MHD 方程:

∂tu+ u · ∇u+∇P + νΛ2α
2 u = B · ∇B, x ∈ R2, t > 0,

∂tB + u · ∇B + ηΛ2βB = B · ∇u,

∇ · u = ∇ ·B = 0,

(1.1)

其中 u = u(x, t) 表示流体的速度场, B = B(x, t) 表示磁场, P = P (x, t) 表示压力.
0 < α, β ⩽ 1, ν, η > 0 都是正实数. 分数阶偏微分算子 Λ2α

2 ,Λ2β 由其傅里叶变换分别定

义为

Λ̂2α
2 f(ξ) = |ξ2|2αf̂(ξ), Λ̂2βf(ξ) = |ξ|2β f̂(ξ).

方程 (1.1) 具有稳态解

u(0)(x) = (0, 0), B(0)(x) = e1 = (1, 0).

在背景磁场附近施加扰动 b = B − e1, 扰动后的方程可以写成如下形式：
∂tu+ u · ∇u+∇P + νΛ2α

2 u = b · ∇b+ ∂1b, x ∈ R2, t > 0,

∂tb+ u · ∇b+ ηΛ2βb = b · ∇u+ ∂1u,

∇ · u = ∇ · b = 0,

u(x, 0) = u0(x), b(x, 0) = b0(x).

(1.2)

文 [10] 证明了当 (u0, b0) ∈ H3(R2) 时, 方程 (1.2) 具有唯一的全局解, 从而得到了
方程 (1.1) 在 H3(R2) 上解的稳定性. 本文将证明当 (u0, b0) ∈ H2(R2) 时, 方程 (1.2) 仍
具有唯一的全局解, 即可以得到方程 (1.1) 在 H2(R2) 上解的稳定性.
下面给出本文的主要结果.

定理 1.1 令 ν, η > 0, 0 < α, β ⩽ 1. 假设方程的初值 (u0, b0) ∈ H2(R2), 且
divu0 = div b0 = 0, 则存在常数 ε = ε(ν, η) > 0, 使得如果

∥u0∥H2 + ∥b0∥H2 ⩽ ε, (1.3)

那么方程 (1.2) 存在唯一的全局解, 并且对于任意的 t > 0 和某个常数 C, 满足

∥u(t)∥2H2 + ∥b(t)∥2H2 +

∫ t

0

(∥∂1u(τ)∥2H1 + ∥Λα
2u(τ)∥2H2 + ∥Λβb(τ)∥2H2)dτ ⩽ Cε2. (1.4)

注 1.1 定理 1.1 是对文 [10] 结果的推广, 将原来的正则性空间由 H3 降低到 H2,
放宽了对初始条件的正则性要求.

注 1.2 这种推广依赖于新的分析工具的使用. 在文 [10] 中, 作者使用了经典的
Sobolev 不等式

∥f∥L∞ ⩽ C∥f∥
1
2

L2∥∇f∥
1
2

L2 ,

这里的整数阶导数使系统的正则性最低控制在 H3. 而本文通过使用如下具有分数阶导
数的 Sobolev 不等式:

∥f∥L∞(R) ⩽ C(∥f∥L2(R) + ∥Λ 1
2+ϵf∥L2(R)),



1 期 杨巧琦 朱永刚 邓雪梅 周艳平 具部分分数阶耗散的二维不可压缩磁流体方程的稳定性 47

使得可以在更低的正则性空间 H2 中去处理分数阶耗散项.

定理 1.1 的证明的主要方法是能量估计和靴带原理. 首先, 需要建立一个合适的能
量泛函, 它由两部分组成：

E(t) := E1(t) + E2(t), (1.5)

其中

E1(t) := sup
0⩽τ⩽t

∥(u, b)(τ)∥2H2 + 2

∫ t

0

(ν∥Λα
2u(τ)∥2H2 + η∥Λβb(τ)∥2H2)dτ, (1.6)

E2(t) :=

∫ t

0

∥∂1u(τ)∥2H1dτ. (1.7)

本文将证明 E(t) 满足一个合适的能量不等式

E(t) ⩽ E(0) + CE(t)
3
2 . (1.8)

由此, 在初始数据足够小的条件下推导出 E(t) 的一致全局上界, 从而得到稳定性结果.

2 预备 知识

本节首先介绍 R 上的一元函数的基本插值不等式, 这些插值不等式对 R2 上的各向

异性不等式的推导发挥着重要作用.

引理 2.1 (见 [15]) 对于任意函数 f = f(x),
(1) 假设 f(x) ∈ H1(R), 那么

∥f∥L∞(R) ⩽
√
2∥f∥

1
2

L2(R)∥f
′∥

1
2

L2(R). (2.1)

(2) 假设 f(x) ∈ H
1
2+ϵ(R), ε ∈ (0,+∞), 那么

∥f∥L∞(R) ⩽ C(∥f∥L2(R) + ∥Λ 1
2+ϵf∥L2(R)). (2.2)

(3) 假设 f(x) ∈ Hα(R), α ∈ [0, 1], 那么

∥f∥
L

2
1−α (R)

⩽ C∥f∥
1
2

L2(R)∥Λ
αf∥

1
2

L2(R). (2.3)

借助引理 2.1 中的基本插值不等式, 可以推导出以下的各向异性不等式, 这些各向
异性不等式是证明定理 1.1 中解的稳定性的重要工具. 通过对 x1 和 x2 方向施加不同的

导数, 突破了经典的各向同性不等式对各方向正则性的统一要求, 从而能适配垂直分数
阶耗散 Λ2α

2 u (仅作用于 x2 方向) 的部分耗散特性, 为降低正则性门槛提供了关键支撑.

引理 2.2 对于 R2 上的任意函数 f = f(x1, x2),
(1) 假设 f ∈ Hγ(R2), γ ∈ [0, 1], 那么

∥f∥
L

2
1−γ
x2

L2
x1

(R2)
⩽ C∥f∥

1
2

L2(R2)∥Λ
γ
2f∥

1
2

L2(R2). (2.4)

特别地, 当 γ = 1 时,

∥f∥L∞
x2

L2
x1

(R2) ⩽ C∥f∥
1
2

L2(R2)∥∂2f∥
1
2

L2(R2). (2.5)
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(2) 假设 f ∈ H2(R2), 那么

∥f∥L∞(R2) ⩽ C∥f∥
1
4

L2(R2)∥∂1f∥
1
4

L2(R2)∥∂2f∥
1
4

L2(R2)∥∂1∂2f∥
1
4

L2(R2). (2.6)

如果 f ∈ H1+2ϵ(R2), ε > 0, 那么

∥f∥L∞(R2) ⩽ C(∥f∥L2(R2) + ∥Λ
1
2+ϵ
1 f∥L2(R2)

+ ∥Λ
1
2+ϵ
2 f∥L2(R2) + ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 f∥L2(R2)). (2.7)

(3) 假设 f ∈ H1+ϵ(R2), ε > 0, 那么

∥f∥
L

2
η
x2

L∞
x1

(R2)
⩽ C(∥Λ

1−η
2

2 f∥L2(R2) + ∥Λ
1−η
2

2 Λ
1
2+ϵ
1 f∥L2(R2)), (2.8)

这里 η ∈ (0, 1].

证 首先证明 (2.4). 由 (2.3), 可得

∥f∥
L

2
1−γ
x2

L2
x1

(R2)
⩽ ∥∥f∥

L
2

1−γ
x2

(R)
∥L2

x1
(R)

⩽ C∥∥f∥
1
2

L2
x2

(R)∥Λ
γ
2f∥

1
2

L2
x2

(R)∥L2
x1

(R)

⩽ C∥f∥
1
2

L2(R2)∥Λ
γ
2f∥

1
2

L2(R2).

为了证明 (2.6), 利用 Minkowski 不等式和 (2.1), 可得

∥f∥L∞
x2

L∞
x1

(R2) = ∥∥f∥L∞
x2

(R)∥L∞
x1

(R)

⩽ C∥∥f∥
1
2

L2
x2

(R)∥∂2f∥
1
2

L2
x2

(R)∥L∞
x1

(R)

⩽ C∥∥f∥L∞
x1

(R)∥
1
2

L2
x2

(R)∥∥∂2f∥L∞
x1

(R)∥
1
2

L2
x2

(R)

⩽ C∥∥f∥
1
2

L2
x1

(R)∥∂1f∥
1
2

L2
x1

(R)∥
1
2

L2
x2

(R)∥∥∂2f∥
1
2

L2
x1

(R)∥∂1∂2f∥
1
2

L2
x1

(R)∥
1
2

L2
x2

(R)

⩽ C∥f∥
1
4

L2(R2)∥∂1f∥
1
4

L2(R2)∥∂2f∥
1
4

L2(R2)∥∂1∂2f∥
1
4

L2(R2).

同样地, 对于 (2.7), 利用 (2.2), 可得

∥f∥L∞
x2

L∞
x1

(R2) = ∥∥f∥L∞
x2

(R)∥L∞
x1

(R) ⩽ C∥∥f∥L2
x2

(R) + ∥Λ
1
2+ϵ
2 f∥L2

x2
(R)∥L∞

x1
(R)

⩽ C(∥∥f∥L∞
x1

(R)∥L2
x2

(R) + ∥∥Λ
1
2+ϵ
2 f∥L∞

x1
(R)∥L2

x2
(R))

⩽ C∥∥f∥L2
x1

(R) + ∥Λ
1
2+ϵ
1 f∥L2

x1
(R)∥L2

x2
(R)

+ C∥∥Λ
1
2+ϵ
2 f∥L2

x1
(R) + ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 f∥L2

x1
(R)∥L2

x2
(R)

⩽ C(∥f∥L2(R2) + ∥Λ
1
2+ϵ
1 f∥L2(R2) + ∥Λ

1
2+ϵ
2 f∥L2(R2) + ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 f∥L2(R2)).

对于 (2.8), 利用 Minkowski 不等式, (2.2) 和 Sobolev 嵌入 Ẇ
1−η
2 ,2(R) ↪→ L

2
η (R), 对于

η ∈ (0, 1], 有

∥f∥
L

2
η
x2

L∞
x1

(R2)
= C∥∥f∥L∞

x1
(R)∥

L
2
η
x2

(R)

⩽ C∥∥f∥L2
x1

(R) + ∥Λ
1
2+ϵ
1 f∥L2

x1
(R)∥

L
2
η
x2

(R)
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⩽ C(∥∥f∥
L

2
η
x2

(R)
∥L2

x1
(R) + ∥∥Λ

1
2+ϵ
1 f∥

L
2
η
x2

(R)
∥L2

x1
(R))

⩽ C(∥Λ
1−η
2

2 f∥L2(R2) + ∥Λ
1−η
2

2 Λ
1
2+ϵ
1 f∥L2(R2)).

引理 2.2 得证.

3 定理 1.1 的证明

为了建立方程 (1.2) 解的全局存在性和稳定性, 首先要得到解的局部存在性. 为此,
可以通过标准的压缩映射原理和局部时间先验估计加以证明. 其中, 标准的压缩映射原
理部分可以参考文 [16]. 由于 ∥(u, b)∥H2 和 ∥(u, b)∥L2 + ∥(u, b)∥Ḣ2 的等价性, 只需要估
计 (u, b) 的 L2 和齐次 Ḣ2 范数的界, 由 ∇ · u = ∇ · b = 0, 得到

∥u(t)∥2L2 + ∥b(t)∥2L2 + 2ν

∫ t

0

∥Λα
2u(τ)∥2L2dτ + 2η

∫ t

0

∥Λβb(τ)∥2L2dτ

= ∥u0∥2L2 + ∥b0∥2L2 . (3.1)

为了估计 Ḣ2-范数, 对方程 (1.2) 作用 ∂2
i (i = 1, 2), 再分别与 (∂2

i u, ∂
2
i b) 作内积, 可

得

1

2

d
dt

2∑
i=1

(∥∂2
i u(t)∥2L2 + ∥∂2

i b(t)∥2L2) + ν
2∑

i=1

∥∂2
i Λ

α
2u∥2L2 + η

2∑
i=1

∥∂2
i Λ

βb∥2L2

=: I1 + I2 + I3 + I4 + I5, (3.2)

其中

I1 =
2∑

i=1

∫
(∂2

i ∂1b · ∂2
i u+ ∂2

i ∂1u · ∂2
i b)dx,

I2 = −
2∑

i=1

∫
∂2
i (u · ∇u) · ∂2

i udx,

I3 =
2∑

i=1

∫
(∂2

i (b · ∇b)− b · ∇∂2
i b) · ∂2

i udx,

I4 = −
2∑

i=1

∫
∂2
i (u · ∇b) · ∂2

i bdx,

I5 =
2∑

i=1

∫
(∂2

i (b · ∇u)− b · ∇∂2
i u) · ∂2

i bdx.

这里用到了
2∑

i=1

∫
(−b · ∇∂2

i b · ∂2
i u− b · ∇∂2

i u · ∂2
i b)dx

=
2∑

i=1

∫
(b · ∇∂2

i u · ∂2
i b− b · ∇∂2

i u · ∂2
i b)dx = 0.
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通过分部积分, 可得

I1 = 0. (3.3)

为了估计 I2, 将其分成 4 个部分:

I2 = −
∫

∂2
1(u · ∇u) · ∂2

1udx−
∫

∂2
2(u · ∇u) · ∂2

2udx

= −
∫

∂2
1u · ∇u · ∂2

1udx− 2

∫
∂1u · ∇∂1u · ∂2

1udx

−
∫

∂2
2u · ∇u · ∂2

2udx− 2

∫
∂2u · ∇∂2u · ∂2

2udx

=: I21 + I22 + I23 + I24.

下面逐一估计右边各项. 首先, 通过 Hölder 不等式和 (2.7), 有

I21 = −
∫

∂2
1u · ∇u · ∂2

1udx ⩽ ∥∂2
1u∥L2∥∇u∥L∞∥∂2

1u∥L2

⩽ C∥∂2
1u∥2L2(∥∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
1 ∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2)

⩽ C(∥∂1u∥2H1∥u∥H2 + ∥∂1u∥H1∥u∥H2∥Λα
2u∥H2)

⩽ C∥u∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2),

其中第 3 个不等式用到了

∥∇u∥L2 + ∥Λ
1
2+ϵ
1 ∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2 ⩽ ∥u∥H2

及

∥Λ
1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2 ⩽ ∥Λα

2u∥H2 . (3.4)

这里 (3.4) 成立是基于以下原因: 如果 α ∈ (0, 1
2
], 只要取 ε 足够小, 可得

∥Λ
1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2 = ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ−α
2 Λα

2∇u∥L2 ⩽ ∥Λα
2u∥H2 ;

如果 α ∈ ( 1
2
, 1], 由于引理 2.2 对任意的 ε > 0 都成立，所以可令 ε = α− 1

2
, 有

∥Λ
1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2 = ∥Λα

1Λ
α
2∇u∥L2 ⩽ ∥Λα

2u∥H2 .

因此, 对于任意 α ∈ (0, 1] 和恰当的 ε, 有 (3.4) 成立. 同样地, 对于 I22, I23 和 I24, 有

I22 = −2

∫
∂1u · ∇∂1u · ∂2

1udx ⩽ C∥∂1u∥L∞∥∇∂1u∥L2∥∂2
1u∥L2

⩽ C∥∂1u∥2H1(∥∂1u∥L2 + ∥Λ
1
2+ϵ
1 ∂1u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
2 ∂1u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 ∂1u∥L2)

⩽ C(∥∂1u∥2H1∥u∥H2 + ∥∂1u∥H1∥u∥H2∥Λα
2u∥H2)

⩽ C∥u∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2),

I23 = −
∫

∂2
2u · ∇u · ∂2

2udx ⩽ ∥∂2
2u∥2L2∥∇u∥L∞

⩽ C∥∂2
2u∥2L2(∥∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
1 ∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2)

⩽ C∥u∥H2∥Λα
2u∥2H2 ,
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I24 = −2

∫
∂2u · ∇∂2u · ∂2

2udx ⩽ C∥∂2u∥L∞∥∇∂2u∥L2∥∂2
2u∥L2

⩽ C∥∂2u∥2H1(∥∂2u∥L2 + ∥Λ
1
2+ϵ
1 ∂2u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
2 ∂2u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 ∂2u∥L2)

⩽ C∥u∥H2∥Λα
2u∥2H2 .

因此, 可得

I2 ⩽ C∥u∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2). (3.5)

对于 I3, 首先将其分成两部分:

I3 = 2
2∑

i=1

∫
∂ib · ∇∂ib · ∂2

i udx+
2∑

i=1

∫
∂2
i b · ∇b · ∂2

i udx

=: I31 + I32.

进一步将 I31 写成下面两项的和:

I31 = 2

∫
∂1b · ∇∂1b · ∂2

1udx+ 2

∫
∂2b · ∇∂2b · ∂2

2udx

=: I311 + I312.

接下来估计 I311 及 I312. 对于 I311, 利用 Hölder 不等式, (2.4) 和 (2.8), 有

I311 = 2

∫
∂1b · ∇∂1b · ∂2

1udx

⩽ C∥∂1b∥
L

2
α
x2

L∞
x1

∥∇∂1b∥L2
x2

L2
x1
∥∂2

1u∥
L

2
1−α
x2

L2
x1

⩽ C(∥Λ
1−α
2

2 ∂1b∥L2 + ∥Λ
1−α
2

2 Λ
1
2+ϵ
1 ∂1b∥L2)∥∇∂1b∥L2∥∂2

1u∥
1
2

L2∥Λα
2 ∂

2
1u∥

1
2

L2

⩽ C∥b∥H2∥Λβb∥H2∥∂1u∥
1
2

H1∥Λα
2u∥

1
2

H2

⩽ C∥b∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).

类似地,

I312 = 2

∫
∂2b · ∇∂2b · ∂2

2udx

⩽ C∥∂2b∥
L

2
α
x2

L∞
x1

∥∇∂2b∥L2
x2

L2
x1
∥∂2

2u∥
L

2
1−α
x2

L2
x1

⩽ C(∥Λ
1−α
2

2 ∂2b∥L2 + ∥Λ
1−α
2

2 Λ
1
2+ϵ
1 ∂2b∥L2)∥∇∂2b∥L2∥∂2

2u∥
1
2

L2∥Λα
2 ∂

2
2u∥

1
2

L2

⩽ C∥b∥H2∥Λβb∥H2∥Λα
2u∥H2

⩽ C∥b∥H2(∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).

I32 可以被分成

I32 =
∫

∂2
1b · ∇b · ∂2

1udx+

∫
∂2
2b · ∇b · ∂2

2udx

=: I321 + I322.
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对于 I321, 利用 Hölder 不等式, (2.4) 和 (2.8), 有

I321 =
∫

∂2
1b · ∇b · ∂2

1udx

⩽ ∥∂2
1b∥L2

x2
L2

x1
∥∇b∥

L
2
α
x2

L∞
x1

∥∂2
1u∥

L
2

1−α
x2

L2
x1

⩽ C∥∂2
1b∥L2(∥Λ

1−α
2

2 ∇b∥L2 + ∥Λ
1−α
2

2 Λ
1
2+ϵ
1 ∇b∥L2)∥∂2

1u∥
1
2

L2∥Λα
2 ∂

2
1u∥

1
2

L2

⩽ C∥Λβb∥H2∥b∥H2∥∂1u∥
1
2

H1∥Λα
2u∥

1
2

H2

⩽ C∥b∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).

同理,

I322 =
∫

∂2
2b · ∇b · ∂2

2udx

⩽ ∥∂2
2b∥L2

x2
L2

x1
∥∇b∥

L
2
α
x2

L∞
x1

∥∂2
2u∥

L
2

1−α
x2

L2
x1

⩽ C∥∂2
2b∥L2(∥Λ

1−α
2

2 ∇b∥L2 + ∥Λ
1−α
2

2 Λ
1
2+ϵ
1 ∇b∥L2)∥∂2

2u∥
1
2

L2∥Λα
2 ∂

2
2u∥

1
2

L2

⩽ C∥Λβb∥H2∥b∥H2∥Λα
2u∥H2

⩽ C∥b∥H2(∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).

因此

I3 ⩽ C∥b∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2). (3.6)

下面处理 I4. 首先将 I4 分成

I4 = −2
2∑

i=1

∫
∂iu · ∇∂ib · ∂2

i bdx−
2∑

i=1

∫
∂2
i u · ∇b · ∂2

i bdx

=: I41 + I42.

对于 I41, 通过 Hölder 不等式, (2.7) 和 (3.4), 可得

I41 = −2
2∑

i=1

∫
∂iu · ∇∂ib · ∂2

i bdx

⩽ C∥∇2b∥2L2∥∇u∥L∞

⩽ C∥b∥2H2(∥∇u∥L2 + ∥Λ
1
2+ϵ
1 ∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2 + ∥Λ

1
2+ϵ
1 Λ

1
2+ϵ
2 ∇u∥L2)

⩽ C∥Λβb∥2H2∥u∥H2 + ∥b∥H2∥Λβb∥H2∥Λα
2u∥H2

⩽ C(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).

由于 I42 与 I32 的结构相同, I42 的估计与 I32 类似. 因此

I4 ⩽ C(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2). (3.7)

类似于 I4, 有

I5 ⩽ C(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2). (3.8)
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现在将 (3.3) 和 (3.5)–(3.8) 代入 (3.2), 再在 [0, t] 上积分, 可得

∥u(t)∥2
Ḣ2 + ∥b(t)∥2

Ḣ2 + 2

∫ t

0

(ν∥Λα
2u∥2Ḣ2 + η∥Λβb∥2

Ḣ2)dτ

⩽ ∥u0∥2Ḣ2 + ∥b0∥2Ḣ2 + C

∫ t

0

(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2)dτ

⩽ ∥u0∥2Ḣ2 + ∥b0∥2Ḣ2

+ C sup
0⩽τ⩽t

(∥u∥H2 + ∥b∥H2)

∫ t

0

(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2)dτ. (3.9)

利用 (3.1) 和 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得

E1(t) ⩽ E1(0) + CE1(t)
3
2 + CE2(t)

3
2 . (3.10)

接下来, 估计 ∥∂1u∥H1 . 下面分别估计 ∥∂1u∥L2 和 ∥∂1u∥Ḣ1 . 由 (1.2) 的第 2 个方程
可知

∂1u = ∂tb+ u · ∇b+ ηΛ2βb− b · ∇u. (3.11)

将 (3.11) 与 ∂1u 作内积, 并在 R2 上进行积分, 可得

∥∂1u∥2L2 =

∫
∂1u · ∂tbdx+

∫
u · ∇b · ∂1udx

+ η

∫
Λ2βb · ∂1udx−

∫
b · ∇u · ∂1udx =: N1 + N2 + N3 + N4. (3.12)

对于 N1, 利用 (1.2) 中的速度方程, 有

N1 =
d
dt

∫
∂1u · bdx−

∫
b · ∂1(−νΛ2α

2 u+ b · ∇b+ ∂1b− u · ∇u−∇P )dx

=: N11 + N12 + N13 + N14 + N15 + N16.

根据 ∇ · b = 0, 有 N16 = 0. 通过 Hölder 不等式, Young 不等式和分部积分, 可得

N12 = ν

∫
b · ∂1Λ2α

2 udx = −ν

∫
∂1b · Λ2α

2 udx

⩽ C∥∂1b∥L2∥Λ2α
2 u∥L2 ⩽ C∥Λβb∥H2∥Λα

2u∥H2 ⩽ C(∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).

同样地, 对于 N13 和 N14, 有

N13 = −
∫

b · ∂1(b · ∇b)dx =

∫
∂1b · b · ∇bdx

⩽ ∥∂1b∥L2∥b∥L∞∥∇b∥L2 ⩽ C∥b∥H2∥Λβb∥2H2 ,

N14 = −
∫

b · ∂2
1bdx =

∫
|∂1b|2dx = ∥∂1b∥2L2 ⩽ ∥Λβb∥2H2 .

通过 Hölder 不等式, 分部积分以及 (2.5), 可得

N15 =

∫
b · ∂1(u · ∇u)dx = −

∫
∂1b · u · ∇udx

⩽ ∥∂1b∥L2
x2

L2
x1
∥u∥L∞

x2
L2

x1
∥∇u∥L2

x2
L∞

x1

⩽ C∥∂1b∥L2∥u∥
1
2

L2∥∂2u∥
1
2

L2∥∇u∥
1
2

L2∥∂1∇u∥
1
2

L2
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⩽ C∥u∥H2∥∂1u∥
1
2

H1∥Λα
2u∥

1
2

H2∥Λβb∥H2

⩽ C∥u∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2),

这里用到了

∥f∥L2
x2

L∞
x1

(R2) ⩽ C∥f∥
1
2

L2(R2)∥∂1f∥
1
2

L2(R2). (3.13)

它的证明与 (2.5) 相似. 另外类似于 N15 的处理, N2 和 N4 可以被估计为

N2 =

∫
u · ∇b · ∂1udx

⩽ C∥∂1u∥L2∥∇b∥
1
2

L2∥∂2∇b∥
1
2

L2∥u∥
1
2

L2∥∂1u∥
1
2

L2

⩽ C∥∂1u∥
3
2

H1∥Λβb∥
1
2

H2(∥b∥H2 + ∥u∥H2)

⩽ C(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥∂1u∥2H1 + ∥Λβb∥2H2),

N4 = −
∫

b · ∇u · ∂1udx

⩽ C∥∂1u∥L2∥∇u∥
1
2

L2∥∂1∇u∥
1
2

L2∥b∥
1
2

L2∥∂2b∥
1
2

L2

⩽ C∥∂1u∥
3
2

H1∥Λβb∥
1
2

H2(∥b∥H2 + ∥u∥H2)

⩽ C(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥∂1u∥2H1 + ∥Λβb∥2H2).

同样地, 有

N3 = η

∫
Λ2βb · ∂1udx ⩽ C∥∂1u∥L2∥Λ2βb∥L2

⩽ C∥∂1u∥H1∥Λβb∥H2 ⩽ C(∥∂1u∥2H1 + ∥Λβb∥2H2).

至此, 完成了对 ∂1u 的 L2 估计. 现在进行 ∂1u 的 Ḣ1 估计. 借助于 (3.11), 可得

∥∇∂1u∥2L2 =

∫
∇∂1u · ∂t∇bdx+

∫
∇∂1u · ∇(u · ∇b)dx

+ η

∫
∇∂1u · ∇Λ2βbdx−

∫
∇∂1u · ∇(b · ∇u)dx

=: M1 + M2 + M3 + M4. (3.14)

对于 M1, 通过分部积分并使用 (1.2) 中关于 u 的方程, 可得

M1 =
d
dt

∫
∇∂1u · ∇bdx−

∫
∇b · ∇∂1(−νΛ2α

2 u+ b · ∇b+ ∂1b− u · ∇u−∇P )dx

=: M11 + M12 + M13 + M14 + M15 + M16.

通过分部积分和 ∇ · b = 0, 有 M16 = 0. 再通过分部积分, 应用 Hölder 不等式以及
Young 不等式, 可得

M12 = ν

∫
∇b · ∇∂1Λ

2α
2 udx = −ν

∫
∂1∇b · Λ2α

2 ∇udx

⩽ C∥∂1∇b∥L2∥Λ2α
2 ∇u∥L2 ⩽ C∥Λβb∥H2∥Λα

2u∥H2 ⩽ C(∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).
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通过分部积分, Hölder 不等式和各向异性不等式 (3.13), 可得

M13 = −
∫

∇b · ∇∂1(b · ∇b)dx =

∫
∂1∇b · ∇(b · ∇b)dx

=

∫
∂1∇b · ∇b · ∇bdx+

∫
∂1∇b · b · ∇2bdx

⩽ C∥∂1∇b∥L2∥∇b∥
1
2

L2∥∂1∇b∥
1
2

L2∥∇b∥
1
2

L2∥∂2∇b∥
1
2

L2 + ∥∂1∇b∥L2∥∇2b∥L2∥b∥L∞

⩽ C∥b∥H2∥Λβb∥2H2 ,

M15 =

∫
∇b · ∇∂1(u · ∇u)dx = −

∫
∆b · ∂1(u · ∇u)dx

= −
∫

∆b · ∂1u · ∇udx−
∫

∆b · u · ∂1∇udx

⩽ C∥∆b∥L2∥∂1u∥
1
2

L2∥∂1∂1u∥
1
2

L2∥∇u∥
1
2

L2∥∂2∇u∥
1
2

L2 + ∥∆b∥L2∥u∥L∞∥∂1∇u∥L2

⩽ C∥u∥H2∥∂1u∥H1∥Λβb∥H2

⩽ C∥u∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λβb∥2H2).

同样地,

M14 = −
∫

∇b · ∇∂2
1bdx =

∫
∂1∇b · ∂1∇bdx = ∥∂1∇b∥2L2 ⩽ ∥Λβb∥2H2 .

M2 和 M4 的估计与 M15 类似,

M2 =

∫
∇∂1u · ∇(u · ∇b)dx

=

∫
∇∂1u · ∇u · ∇bdx+

∫
∇∂1u · u · ∇2bdx

⩽ C∥∇∂1u∥L2∥∇u∥
1
2

L2∥∂2∇u∥
1
2

L2∥∇b∥
1
2

L2∥∂1∇b∥
1
2

L2 + ∥∇∂1u∥L2∥u∥L∞∥∇2b∥L2

⩽ C∥u∥H2∥∂1u∥H1∥Λβb∥H2

⩽ C∥u∥H2(∥∂1u∥2H1 + ∥Λβb∥2H2),

M4 = −
∫

∇∂1u · ∇(b · ∇u)dx

= −
∫

∇∂1u · ∇b · ∇udx−
∫

∇∂1u · b1∂1∇udx−
∫

∇∂1u · b2∂2∇udx

⩽ C∥∇∂1u∥L2∥∇b∥
1
2

L2∥∂2∇b∥
1
2

L2∥∇u∥
1
2

L2∥∂1∇u∥
1
2

L2

+ ∥∇∂1u∥2L2∥b1∥L∞ + ∥∇∂1u∥L2∥b2∥L∞∥∂2∇u∥L2

⩽ C∥∂1u∥
3
2

H1∥Λβb∥
1
2

H2∥b∥
1
2

H2∥u∥
1
2

H2 + ∥b∥H2∥∂1u∥2H1 + ∥b∥H2∥∂1u∥H1∥Λα
2u∥H2

⩽ C(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).

同理, 可得

M3 = η

∫
∇∂1u · ∇Λ2βbdx ⩽ C∥∇∂1u∥L2∥∇Λ2βb∥L2

⩽ C∥∂1u∥H1∥Λβb∥H2 ⩽ C(∥∂1u∥2H1 + ∥Λβb∥2H2).
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将 (3.12) 和 (3.14) 相加, 结合对 N1–N4 和 M1–M4 的估计, 可得

∥∂1u∥2H1 ⩽ d
dt

∫
∂1u · bdx+

d
dt

∫
∇∂1u · ∇bdx

+ C(∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2 + ∥∂1u∥2H1)

+ C(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2).

上式在 [0, t] 上积分, 可得∫ t

0

∥∂1u∥2H1dτ ⩽
∫

∂1u · bdx−
∫

∂1u(x, 0) · b(x, 0)dx

+

∫
∇∂1u · ∇bdx−

∫
∇∂1u(x, 0) · ∇b(x, 0)dx

+ C

∫ t

0

(∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2 + ∥∂1u∥2H1)dτ

+ C

∫ t

0

(∥u∥H2 + ∥b∥H2)(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2)dτ

⩽ C∥(u, b)∥2H2 + C∥(u0, b0)∥2H2 + C

∫ t

0

(∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2 + ∥∂1u∥2H1)dτ

+ C sup
0⩽τ⩽t

∥(u, b)∥H2

∫ t

0

(∥∂1u∥2H1 + ∥Λα
2u∥2H2 + ∥Λβb∥2H2)dτ

⩽ CE1(0) + CE1(t) + CE2(t) + CE1(t)
3
2 + CE2(t)

3
2 ,

即

E2(t) ⩽ CE1(0) + CE1(t) + CE1(t)
3
2 + CE2(t)

3
2 . (3.15)

再将 (3.10) 和 (3.15) 相加, 根据定义 (1.5), 最终得

E(t) ⩽ E(0) + CE(t)
3
2 .

靴带原理表明存在 ε > 0, 使得如果 E(0) < ε2, 那么

E(t) ⩽ Cε2.

定理 1.1 证毕.

4 结　论

磁流体方程作为流体动力学典型方程, 广泛应用于天体物理、实验室等离子体 (核
聚变)、地球物理、工程技术等关键领域. 本文对具有垂直分数阶耗散和分数阶磁扩散的
二维不可压缩磁流体方程进行了研究, 得到了在平衡态附近扰动后解的稳定性, 推广了
文 [10] 的结果. 具体地说, 通过引入新的带分数阶导数的各向异性 Sobolev 不等式, 将
文 [10] 在 H3(R2) 上的稳定性结果推广到 H2(R2). 本文发展的各向异性不等式也可以
应用于其他具有部分分数阶耗散 (即耗散只作用于某些方向或某些分量) 的流体模型的
稳定性分析.
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Abstract In this paper, the authors study the stability of solutions of the two-
dimensional incompressible magnetohydrodynamic equations with fractional vertical
dissipation νΛ2α

2 u and fractional magnetic diffusion ηΛ2βb. For this system, [Feng W,
Wang W, Wu J. Stability for a system of the 2D incompressible MHD equations with
fractional dissipation [J]. J Math Fluid Mech, 2024, 26(4):57] established the stability in
the Sobolev space H3(R2). The authors extend the result to the lower regularity space
H2(R2) by introducing new anisotropic inequalities involving fractional derivatives.
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