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二维李代数 的可裂 表示与

矩阵群作用的 轨 道∗

胡志广1

提要 利用分层图, 给出二维非交换李代数可裂表示的完全分类. 作为应用, 给出矩阵群 GL(n1, P) ×
GL(n2, P)×· · ·×GL(ns+1, P)在 Pn1×n2 ×Pn2×n3 ×· · ·×Pns×ns+1 上作用 (g1X1g

−1
2 , g2X2g

−1
3 ,

· · · , gsXsg
−1
s+1) 的轨道分类和标准形.
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1 引　 言

李代数是一类重要的非结合代数, 其结构分类是代数学研究的核心课题之一. 根据
特征为零的域上李代数的结构理论, 任何有限维李代数均可分解为半单子代数与极大可
解理想的半直和. 这个结论表明, 李代数的分类问题可转化为半单李代数和可解李代数
的分类研究. 约在一个世纪以前, Cartan 和 Killing 就完成了半单李代数的分类. 而可
解李代数的分类极具挑战, 仍是一个公开问题. 注意到可解李代数的分类可归结为幂零
李代数的分类, 目前仅得到 6 维以下的幂零李代数分类以及满足特定条件的幂零李代数
分类, 可参考文 [1–4].
众所周知, 在复半单李代数的结构和分类理论中, 最低维数的半单李代数—sl(2,C)

的表示发挥了重要的作用. 自然期望的是, 简单可解李代数的研究, 特别是其表示理论
的研究, 能够打开可解李代数分类的一个窗口. 而最简单的非交换可解李代数是二维的,
具有唯一的结构, 可由满足条件 [x, y] = x 的向量对 x 和 y 张成. 并且易知, 任意非幂
零李代数一定包含一个与二维非交换可解李代数同构的子代数. 故而我们开展二维非交
换可解李代数表示的研究. 不幸的是, 目前没有得到很好的结果, 就是在低维数情形下
的表示, 结论也极为复杂, 可见文 [5–6]. 于是, 一个自然的想法是考虑二维非交换李代
数的特殊表示.
在线性李代数的范畴中, 可裂李代数是比半单李代数更广泛的一类李代数, 其可表

为半单子代数、环面代数和幂零变换构成的幂零理想的直和, 其研究可见文 [7–10]. 本
文考虑二维非交换李代数的可裂表示, 利用文中定义的分层图, 可以给出忠实可裂表示
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的完全分类. 并且, 考虑表示在不同基下的矩阵, 我们给出了多个矩阵在矩阵群作用的
轨道分类及最简代表元. 这是熟知的矩阵在行列变换下的标准形结论在多个矩阵中的推
广.

2 二维 非交换李代数的可裂 表 示

设 A 是有限维复线性空间的线性变换, 则 A 有 Jordan-Chevalley 分解 A =

As +An, 其中 As 半单, An 幂零, 且 As 和 An 交换, 即 [As,An] = 0. 称 As,An 为 A

的半单部分和幂零部分.

定义 2.1 设 L 是一个复线性李代数, 若 ∀x ∈ L, 均有 L 包含 x 的半单部分, 则
称 L 是一个可裂李代数.

关于可裂李代数, 我们有下面的结论 (见 [7]).

定理 2.1 设 g 为一个复线性李代数, r 为其根基. 则下列等价:
(1) g 可裂.
(2) r 可裂.
(3) g = s + a + n, [s, a] = 0, 其中 s 是 g 的极大半单子代数, a 是 r 中由半单元构

成的交换子代数, n 是 r 中由幂零矩阵构成的理想.
(4) g 可由半单或幂零元生成.
(5) g 的 Cartan 子代数可裂.

定义 2.2 设 (ρ, V ) 为复李代数 L 的一个表示, 若 ρ(L) 是可裂的, 称 ρ 是 L 的一

个可裂表示.

下面假定 L 为二维非交换复李代数, 则 L 中存在一组标准基 x, y, 其满足

[x, y] = x.

命题 2.1 设 L 为二维非交换复李代数, 有基 x, y 满足 [x, y] = x. 设 (ρ, V ) 为 L

的一个忠实表示, 则 ρ 为可裂表示当且仅当 ρ(y) 可对角化.

证 由 [ρ(x), ρ(y)] = ρ(x), 知 ρ(x) 幂零. 假设 ρ(y) 可对角化, 则 ρ(L) 的

基 ρ(x), ρ(y) 由半单或幂零构成. 由定理 2.1, 知 ρ(L) 为可裂李代数. 充分性得证.
反之, 若 ρ 为可裂表示, 由 ρ(L) 可解且非幂零, 知 ρ(y) 非幂零. 若 ρ(y) 非半单, 则

其半单部分和幂零部分构成 ρ(L) 的两维交换子代数, 这不可能. 因而 ρ(y) 半单. 必要
性得证.

定理 2.2 设 A ,B 是数域 P 上有限维线性空间 V 上的线性变换, 满足 [A ,B] =

A , 且 B 可对角化. 则 V 上存在直和分解

V = W (v1)⊕W (v2)⊕ · · · ⊕W (vs),
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其中 vi 为 B 的特征向量, W (vi) 是由 vi 和 A 生成的循环子空间. 进一步地, 若 V 有

两种这样的分解

V = W (v1)⊕W (v2)⊕ · · · ⊕W (vs) = W (v′1)⊕W (v′2)⊕ · · · ⊕W (v′t),

那么必有 s = t, 并且适当排列子空间的次序后, 有 vi 和 v′i 为 B 的属于同一特征值的

特征向量且 dimW (vi) = dimW (v′i), i = 1, 2, · · · , s.

证 设 v 是 B 任一属于特征值 λ的特征向量,而 W (v) = span{v,A v, · · · ,A mv},
其中 A mv ̸= 0, A m+1v = 0. 由条件, 有 BA = A (B − id). 易知 ∀k ⩾ 1, 有 BA k =

A k(B−kid),从而BA kv = (λ−k)A kv. 这说明当 k ⩽ m时, A kv 是B 的属于 λ−k

的特征向量. 因而 W (v) 是 B-子空间, 其特征子空间维数都是一维的. 令

W = W (v1)⊕W (v2)⊕ · · · ⊕W (vt),

其中

W (vi) = span{vi,A vi, · · · ,A mivi},

我们证明 W +W (v) 可分解为 B 的特征向量和 A 生成的循环子空间的直和. 若 W ∩
W (v) = {0}, 结论已然成立. 下面假定 W ∩W (v) ̸= {0}, 因 W ∩W (v) 是 A -和 B-子
空间, 则存在 k0 ⩽ m, 使得 W ∩ W (v) = W (A k0v). 又因 A k0v 为 B 的属于特征

值 λ− k0 的特征向量, 不妨设

A k0v = a1A
k1v1 + a2A

k2v2 + · · ·+ at0A
kt0vt0 ,

其中 a1, · · · , at0 均不为零, A kjvj 均为 B 的属于特征值 λ− k0 的特征向量. 易知

W (v) + (W (vt0+1)⊕ · · · ⊕W (vt)) = W (v)⊕W (vt0+1)⊕ · · · ⊕W (vt),

从而

W +W (v) = (W (v) + (W (v1)⊕ · · · ⊕W (vt0)))⊕W (vt0+1)⊕ · · · ⊕W (vt).

因而只需证明 W (v) + (W (v1) ⊕ · · · ⊕ W (vt0)) 有满足条件的直和分解, 故不妨就假
定 t0 = t. 其次不妨设

k1 ⩾ k2 ⩾ · · · ⩾ kt1 ⩾ k0 > kj , j = t1 + 1, · · · , t.

令

ṽ = v −
t1∑
i=1

aiA
ki−k0vi,

由

A j ṽ = A jv −
t1∑
i=1

aiA
ki−k0+jvi,

可知当 j < k0 时, 有 A j ṽ /∈ W , 而

A k0 ṽ =
t∑

i=t1+1

aiA
kivi.
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类似于前面的讨论, 可得

W +W (v) = W +W (ṽ) = (W (v1)⊕· · ·⊕W (vt1))⊕ ((W (vt1+1)⊕· · ·⊕W (vt))+W (ṽ)).

由此不妨假定 ∀i > 0, 有 ki < k0. 再从 A mv ̸= 0, A m+1v = 0, 知存在 i0, 使
得 A ki0

+m−k0vi0 ̸= 0, 而 ∀i, 有 A ki+m−k0+1vi = 0, 因而 ki +m− k0 ⩾ mi. 综上讨论,
可以做如下假定

A k0v = a1A
k1v1 + a2A

k2v2 + · · ·+ atA
ktvt,

其中 a1, · · · , at 均不为零; ki < k0, ∀i > 0; mi − ki = m− k0, 0 < i ⩽ t2; 而 mi − ki <

m− k0, t2 + 1 < i ⩽ t; 且 k1 ⩾ k2 ⩾ · · · ⩾ kt2 . 令

ε = A k0−kt2v −
t2∑
j=1

ajA
kj−kt2vj .

显然 ε 为 B 的属于特征值 λ− k0 + kt2 的特征向量, 且

A kt2 ε = A k0v −
t2∑
j=1

ajA
kjvj =

t∑
j=t2+1

ajA
kjvj .

因此

W +W (v)

= (W (v1)⊕ · · · ⊕ Ŵ (vt2) · · · ⊕W (vt)) +W (v) +W (ε)

= (W (v1)⊕ · · · ⊕ Ŵ (vt2) · · · ⊕W (vt)⊕W (v)) +W (ε)

= (W (v1)⊕ · · · ⊕W (vt2−1))⊕ (((W (vt2+1)⊕ · · · ⊕W (vt)⊕W (v))) +W (ε)).

因而只需考虑 ((W (vt2+1) ⊕ · · · ⊕ W (vt) ⊕ W (v))) + W (ε) 的直和分解问题, 而此
时 A kt2

+m−k0ε = 0, 且 kt2 + m − k0 < m, 对 dimW (v) 进行数学归纳可得结论成

立. 由 v 的任意性, 可对 W 不断做直和扩充, 再由 V 的维数有限性, 有限步后必为 V .
存在性得证.
下面证明分解的唯一性. 记 Eλ 为 B 的属于特征值 λ 的特征子空间. 现假定 λ

是 B 的任一极大特征值, 即 λ + 1 不是 B 的特征值. 令 V (λ) 为由 Eλ 生成的 A -子
空间, 易知

V (λ) = W (vi1)⊕W (vi2)⊕ · · · ⊕W (vil) = W (v′j1)⊕W (v′j2)⊕ · · · ⊕W (v′jl),

其中 vi1 , vi2 , · · · , vil 和 v′j1 , v
′
j2
, · · · , v′jl 均为 Eλ 的基. 注意到上式为 V (λ) 关于幂零变

换 A |V (λ) 的两种 Jordan 分解, 因而可适当调整秩序, 使得对应的循环子空间的维数相
等. 接着考虑 V (λ− 1), 由

V (λ− 1) =
⊕

vi∈Eλ

W (A vi)⊕
⊕

vi∈Eλ−1

W (vi) =
⊕

v′
i∈Eλ

W (A v′i)⊕
⊕

v′
i∈Eλ−1

W (v′i)

及 Jordan 分解的唯一性, 知 {vi | vi ∈ Eλ−1} 和 {v′i | v′i ∈ Eλ−1} 有相同的元素个数, 且
经适当调序后, 对应元素生成的循环子空间的维数相等. 如此进行下去, 我们得到, 对任
意的自然数 k 和 vi ∈ Eλ−k, 可找到满足条件的 v′i. 唯一性得证.
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推论 2.1 设 L 为二维非交换复李代数, 有基 x, y 满足 [x, y] = x. 设 (ρ, V ) 为 L

的一个忠实可裂表示, 则 V 中存在基, 使得

ρ(x) = diag(J(0, n1), · · · , J(0, ns)),

ρ(y) = diag




λ1

λ1 − 1

. . .
λ1 − n1 + 1

 , · · · ,


λs

λs − 1

. . .
λs − ns + 1


 .

证 由命题 2.1 和定理 2.2 可得.

下面我们建立二维非交换李代数的忠实可裂表示与一类图的一个对应.

定义 2.3 一个分层图, 指的是一个简单有向图, 其每个点的出入度都不超过 1, 且
顶点集有一个有序的划分, 每一个子集称为层, 而边仅位于相邻的层间, 从低层指向高
层.

设一个分层图有 s 层, 第 i 层有 ni 个点, 则称之为具有顶点 (n1, · · · , ns) 的分层

图. 对于 1 ⩽ i < j ⩽ s, 第 i 层到第 j 层的路径数记为 rij , 则 △rij := rij − ri−1,j

为图的极大路径中, 从第 i 层出发经过第 j 层的路径数. 约定 r0i = 0. 显然, 若 1 ⩽
i ⩽ i′ < j′ ⩽ j ⩽ s, 则 rij ⩽ ri′j′ , 称之为路径条件. 第 i − 1 层到第 i 层的边, 按所
在的极大路径的出发层数, 自然分为从 1, 2, · · · , i − 1 层出发, 有 i − 1 类, 其边数分别
为 △r1i,△r2i, · · · ,△ri−1,i. 易知相邻层级的边由此唯一确定. 因此, 一个分层图与满足
路径条件的一组数 n1, · · · , ns, rij , 1 ⩽ i < j ⩽ s 一一对应.

设 (ρ, V ) 为 L 的一个忠实可裂表示, 则 ρ(y) 半单, 且 ρ(x) 和 ρ(y) 满足定理 2.2 的
条件. 关于 ρ(y) 的极大特征值 λ, 我们可以得到一个分层图. 设 λ, λ − 1, · · · , λ − s+ 1

为 ρ(y)的特征值,而 λ−s不是 ρ(y)的特征值. 易知 E (λ)
.
= Eλ⊕· · ·⊕Eλ−s+1 为 ρ(x)−

和 ρ(y)-子空间, 由定理 2.2, 知

E (λ) = W (v1)⊕W (v2)⊕ · · · ⊕W (vt).

将 E (λ) 的基 v1, ρ(x)v1, · · · , vt, ρ(x)vt, · · · 按所属的 ρ(y) 的特征子空间分层, 第 i 层为

属于 λ− i+1 的特征向量, 而 (u, v) 为边当且仅当 v = ρ(x)u. 易知这是一个分层图, 记
为 G(λ), 第 i 层有 ni = dimEλ−i+1 个点. 对于 1 ⩽ i < j ⩽ s, 有

rij = |{vk | W (vk)同时包含属于 ρ(y) 的 λ− i+ 1 和 λ− j + 1 的特征向量}|,

这个数恰是线性映射 ρ(x)j−i|Eλ−i+1
: Eλ−i+1 → Eλ−j+1 的秩. 由 ρ(x) 为非零变换, 知

分层图有边. 反过来, 给定一个分层图, 对每一层赋予一个数, 使之成为公差为 −1 的等

差数列, 不妨设首层为 λ. 对于图的任一连通分支, 设为从第 i 层到第 j 层的一条路径,
我们可定义两个线性变换, 使得其在一组基下的矩阵为 J(0, j − i + 1) 和 diag(λ − i +

1, λ − i, · · · , λ − j + 1). 易知它们线性生成一个二维可裂李代数. 将所有连通分支得到
的李代数直和成一个李代数, 取对角线得到一个二维可裂李代数, 其对应的分层图就是
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给定的图. 因此我们得到下面的定理.

定理 2.3 二维非交换李代数的忠实可裂表示, 在等价意义下, 与分层图一一对应,
且在给定特征值 λ(n1重), (λ− 1) (n2重), · · · , (λ− s+ 1) (ns重) 下, 忠实可裂表示的
个数为具有顶点 (n1, · · · , ns) 的有边分层图个数.

3 矩阵 的标准形

利用二维非交换李代数的可裂表示和分层图, 我们给出矩阵在群作用下的轨道. 为
得到矩阵的标准形. 我们给出分层图点上的一个序, 其满足: 首先第 i 层的点大于

第 i + 1 层的点; 其次, 两条边上, 终点间与起始点间有相同的大小关系; 最后, 在
同一层没有序关系的点中, 与上一层有边相连的大于没有边相连的, 又在与上一层没
有边相连的点中, 以位于路径长中的点为大, 而对于相同长度的路径随意取定一个序.
这样的序称为正则序. 易知, 分层图的正则序在图同构下是唯一的. 如分层图有点
集 ((1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8), (9)), 边集 (2, 5), (3, 4), (4, 8), (6, 7), (7, 9), 则从首层出发的
极大路径有两条: 长度为 2 的路径 (3, 4), (4, 8) 和长度为 1 的路径 (2, 5). 同一层中依所
在路径长的点为大原则, 容易得到序 321456879.

定理 3.1 设 G = {(g1, · · · , gs+1) | gi ∈ GL(ni,P)} 在 X = {(X1, · · · , Xs) | Xi ∈
Pni×ni+1} 上有作用 (g1X1g

−1
2 , · · · , gsXsg

−1
s+1), 则

(1) (X1, · · · , Xs) 和 (Y1, · · · , Ys) 属于同一条轨道当且仅当对任意 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ s,
有

r
( ∏

i⩽k⩽j

Xk

)
= r
( ∏

i⩽k⩽j

Yk

)
.

(2) (X1, · · · , Xs)一定在形如 (Y1, · · · , Ys)的轨道上,其中 Yj 是在 (ri−1,j+1, ri−1,j+1

+1) 处有阶为 △ri,j+1 的单位阵 I△ri,j+1
, i = 1, · · · , j 的矩阵, 即

Yj =



I△r1,j+1
0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0

0 I△r2,j+1
· · · 0 0

0 0 · · · 0 0
...

...
...

...

0 0 · · · I△rj,j+1
0

0 0 · · · 0 0


.

这里 rij = r(
∏

i⩽k⩽j−1

Xk), △rij = rij − ri−1,j . 约定 r0j = 0.

(3) 所有的轨道个数等于具有顶点 (n1, · · · , ns+1) 的分层图个数.

证 在数域 P 上的 n := n1 + n2 + · · · + ns+1 维线性空间 V 中, 定义 3 个线性变
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换 B,A1,A2, 使得它们在一组基下的矩阵分别为

B = diag(sIn1
, (s− 1)In2

, · · · , Ins
, Ons+1

),

A1 =



0

XT
1 0

XT
2 0

. . . . . .

XT
s 0


, A2 =



0

Y T
1 0

Y T
2 0

. . . . . .

Y T
s 0


.

则有 [Ai,B] = Ai 且 B 可对角化. 令 Li = span{Ai, B}, i = 1, 2, 那么 L1 和 L2 都

是数域 P 上的二维非交换可裂李代数. 由定理 2.2, 有对应的分层图. 易知 L1 和 L2 是

二维非交换李代数的等价表示当且仅存在可逆矩阵 P , 使得

PBP−1 = B, PA1P
−1 = A2.

从上式知 P = diag(p1, p2, · · · , ps+1), 且 pi+1X
T
i p

−1
i = Y T

i . 由此 (pT
i )

−1Xip
T
i+1 = Yi,

即 (X1, · · · , Xs) 与 (Y1, · · · , Ys) 属于同一条轨道. 这说明其在同一轨道与 L1 和 L2 等

价等同. 显然 L1 和 L2 都对应于具有顶点 (n1, · · · , ns+1) 的分层图. 记 Ei 为 B 的属

于 i 的特征子空间. 由线性变换 A1 的定义, 其限制 A1|Es−i+1
: Es−i+1 → Es−i 的矩阵

为 XT
i , 以及 A j−i

1 |Es−i+1
: Es−i+1 → Es−j+1 的矩阵为 XT

j−1 · · ·XT
i+1X

T
i . 因而 L1 所对

应的分层图中, rij = r(XT
j−1 · · ·XT

i ) = r(Xi · · ·Xj−1). 利用等价的表示对应相同的分层
图, 知 (1) 成立.
在 L1 对应的分层图中, 选定一个正则序. 在正则序对应的基下, Ei 的基中前 △r1,i

个向量为与第 1层相连,其中仅有△r1,i+1个向量与下一层相连,位于前面;接着为△r2,i

个向量, 位于从第 2 层出发的极大路径中, 其中前列的 △r2,i+1 个向量与下一层相连; 如
此排列. 在此基下, Es−i+1 → Es−i 的矩阵为 Y T

i , 其中 Yi 为 (2)中所示, 因而 (2)得证.
由轨道与表示一一对应, 表示与分层图一一对应, 知 (3) 成立.

记具有顶点 (n1, · · · , ns) 的分层图个数为 f(n1, · · · , ns). 考虑 (2, 2, 2) 的情形, 我
们得到二阶矩阵对 (X1, X2) 在作用 (g1X1g

−1
2 , g2X2g

−1
3 ) 下的标准形为(

1 0

0 1

)(
1 0

0 1

)
,

(
1 0

0 1

)(
1 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

)(
1 0

0 1

)
,(

1 0

0 0

)(
1 0

0 0

)
,

(
1 0

0 1

)
0,

(
1 0

0 0

)(
0 0

0 1

)
,(

1 0

0 0

)
0, 0

(
1 0

0 1

)
, 0

(
1 0

0 0

)
, 00.

下面我们计算 f(n1, n2, n3) 的值. 前面我们证明了, 此值为具有顶点 (n1, n2, n3) 的

三层图个数. 显然, 一个分层图, 颠倒层级, 改变边的方向, 也得到一具有同样层数的分
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层图. 故而, 知 n1 与 n3 对称, 不妨设 n1 ⩽ n3. 又相邻两层的边数不会大于其两层的点
数, 因而若 n3 > n2, 则有 f(n1, n2, n3) = f(n1, n2, n2). 故我们可假定 n3 ⩽ n2. 同样地,
与一层相连的边数不会多余其上下两层的点数之和, 于是我们还可假定 n2 ⩽ n1 + n3.
现考虑从第一层出发的极大路径, 根据长度是否为 3 进行分类讨论. 若长度为 3, 则
有 f(n1−1, n2−1, n3−1)个. 若长度都小于 3, 则长度为 2的边可能有 j = 0, 1, · · · , n1

个. 对于 j 个的情况, 有 f(0, n2 − j, n3) 种. 显然有

f(0, n2 − j, n3) = min{n2 − j, n3}+ 1.

因此, 得到

f(n1, n2, n3) = f(n1 − 1, n2 − 1, n3 − 1) +

n1∑
j=0

(min{n2 − j, n3}+ 1).

类似地, 对 0 ⩽ i ⩽ n1 − 1, 有

f(n1 − i, n2 − i, n3 − i)

= f(n1 − i− 1, n2 − i− 1, n3 − i− 1) +

n1−i∑
j=0

(min{n2 − i− j, n3 − i}+ 1).

因此

f(n1, n2, n3) = f(0, n2 − n1, n3 − n1) +

n1−1∑
i=0

n1−i∑
j=0

(min{n2 − i− j, n3 − i}+ 1).

显然

min{n2 − i− j, n3 − i} =

{
n3 − i, j ⩽ n2 − n3,

n2 − i− j, j > n2 − n3.

因而, 当 i ⩾ n1 + n3 − n2 时, 有
n1−i∑
j=0

(min{n2 − i− j, n3 − i}+ 1)

=

n1−i∑
j=0

(n3 − i+ 1)

= i2 − (n1 + n3 + 2)i+ (n1 + 1)(n3 + 1)

=: △1;

当 i < n1 + n3 − n2 时, 有
n1−i∑
j=0

(min{n2 − i− j, n3 − i}+ 1)

=

n2−n3∑
j=0

(n3 − i+ 1) +

n1−i∑
j=n2−n3+1

(n2 − i− j + 1)

=
1

2
i2 − 1

2
(2n2 + 3)i+

1

2
(n1(2n2 − n1 + 1)− (n2 − n3)

2 + n2 + n3 + 2)
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=: △2.

于是, 当 n1 + n3 ⩽ n2 时, 结合前提假设, 即 n1 + n3 = n2, 有

f(n1, n2, n3) = n3 − n1 + 1 +

n1−1∑
i=0

△1 =
1

6
(n1 + 1)(n1 + 2)(−n1 + 3n3 + 3).

当 n1 + n3 > n2 且 n3 ⩾ n2 时, 即 n2 = n3, 有

f(n1, n2, n3) = n3 − n1 + 1 +

n1−1∑
i=0

△2 =
1

6
(n1 + 1)(n1 + 2)(−2n1 + 3n3 + 3).

当 n1 + n3 > n2 且 n3 < n2 时, 可得

f(n1, n2, n3) = n3 − n1 + 1 +

n1+n3−n2−1∑
i=0

△2 +

n1−1∑
i=n1+n3−n2

△1

=
1

6
(n1 + 1)(n1 + 2)(−n1 + 3n3 + 3)

− 1

6
(n1 − n2 + n3)(n1 − n2 + n3 + 1)(n1 − n2 + n3 + 2).

容易验证, 此表达式对前两种特殊情形也对. 因此我们得到下面的定理.

定理 3.2 设 n1 ⩽ n3 ⩽ n2 ⩽ n1 + n3, 则 G = {(g1, g2, g3) | gi ∈ GL(ni,P)}
在 X = {(X1, X2) | X1 ∈ Pn1×n2 , X2 ∈ Pn2×n3} 上作用 (g1X1g

−1
2 , g2X2g

−1
3 ) 的轨道数

为 1
6
(n1+1)(n1+2)(−n1+3n3+3)− 1

6
(n1−n2+n3)(n1−n2+n3+1)(n1−n2+n3+2).
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Algebra and Orbits of Matrix Group Actions
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Abstract A complete classification of the splittable representations of the two-dimen-
sional nonabelian Lie algebra is given by layered graphs. As an application, the classifi-
cation and standard forms of the orbits under the action of the matrix group GL(n1,P)×
GL(n2,P)×· · ·×GL(ns+1,P) on Pn1×n2×Pn2×n3×· · ·×Pns×ns+1 as (g1X1g

−1
2 , g2X2g

−1
3 ,

· · · , gsXsg
−1
s+1) are determined.
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