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THERMODYNAMIQUE DES ENSEMBLES |
DE CANTOR AUTOSIMILAIRES
(THERMODYNAMICS OF SELF-SIMILAR CANTOR SETS)
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Abstract

A class of metric, compact, and totally d‘isc‘on'nected spaces, called self-similar Cantor sets
is introduced. A self-similar structure is defined to be a graph with weighted edges. The
introduction of ultrametrics and quasi-isometries gives versatility to this construction. Ther- °
modynamical functions as free energy and entropy are associated with self-similar structures.
Multifractal analysis, based on a “Large Deviations” mequahty and Gibbs measures, leads to
a fairly general Hausdorff dimension theorem. . : :
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§0. Introduction

Le propre des ensembles de Cantor autosimilaires que nous définissons est de posséder,
outre une structure métrique, une structure autosimilairel'® caractérisée par un graphe
3 arétes pondérées. Bien entendu, cette classe d’espaces contient I’ensemble triadique de
Cantor, les ensembles parfaits homogénes de Kahane et Salem[3! les parfaits isotypiques
de Moran et Marion?" 16] (du moins lorsqu’ils sont totalement discontinus). Elle contient
également, avec la méme restriction topologique, les ensembles récurrents de Dekking!®!,
de Bedford!!l, ceux construis par Hutchinson!'?l, Mauldin et Williams!!”l; tous ensembles
a structure autos1mlla1re portée par un sous-shift de type fini (7e définie par une matrice
d’incidence). Le théme de ce travail est l'algébrisation de la situation, universellement
utilisée, rappelée plus haut. Nous généraliserons des résultats connus sur les dimensions
de Hausdorff et Bouligand, et enfin, nous présenterons des résultats nouveaux, de nature
multifractale reposant sur l'utilisation de fonctions thermodyna,mlques[11 895381 A cette
fin, nous introduisons le calcul & quasi-isométrie pres sur des espaces ultrametnques formels
porteurs d’une structure autosimilaire naturelle et les mesures de Gibbs dans un contexte
thermodynamique non dynamique. ‘ S .

En suivant Franks!'®, on peut généraliser les sous-shift de type fini. La matrice de
définition est positive, & coefficients entiers (et non plus formée de 0 et de 1), c’est la matrice
d’un graphe fini, orienté, avec eventuellement des aretes multlples entre les sommets et des
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cycles. L’espace considéré est espace des chemins du graphe infinis & droite. En pondérant
les arétes orientées du graphe, ie en attachant & chacun un scalaire de ]0, 1], on définit une
structure ultramétrique sur cet. espace de chemin. La structure autosimilaire est, dans ce
contexte particulier, caractérisée simplement par une famille de matrices dont Pordre est le
nombre de sommets du graphe, paramétrée par un scalaire strictement positif qui s’interpréte
comme une dimension. Ces espaces ultramétriques formels, parfaitement adaptés A notre
- but, servent de modgles : la classe des espaces qu’on étudie est formée des espaces quasi-
isométriques & ceux-ci. Par exemple, le Cantor triadique est & quasi-isométrie prés défini
I’aide du graphe & un sommet et deux arétes 0 et 1 pondérées chacune par 1 /3 et c’est ce
graphe pondéré qui formalise I'aspect autosimilaire usuel de ce Cantor. La matrice entiére
est dans ce cas le scalaire 2, la famille de matrices d’autosimilitude est la famille des scalaires
37%+37° indexée par s > 0. Comme on voit ici, on est obligé de raisonner 3 quas1-1sometr1e

prés, ie sur une présentation, car les ultrametrlques ne se plongent pas naturellement dans

la droite.

Les chemins infinis du graphe sont des limites de chemins finis, dans le sens suivant.
Pour chaque entier n > 0, on con81dere ’ensemble G,, des chemins du graphe de longueur
n. On se retrouve ainsi avec une suite d’ensembles finis (G, | n > 0) qui sont 'équivalent
des cylindres, dans le cas d’une matrice d’incidence. I’ensemble des chemins infinis est la
limite projective de ces ens}bles D’autre part, un chemin fini s’interpréte comme une
boule ultramétrique et on parle du logarithme de son rayon comme d’une énergie. Ainsi
s’introduit le formalisme thermodynamique, tel qu'il est développé dans!”l. Dans ce contexte,
la variable conjuguée de I’énergie est la dimension et la transformée de Legendre de l’energle
libre est la fonction entropie (dans le sens propre aux Grandes Déviations). 1l faut noter

que les fonctions thermodynamiques qu’on définit sont associées & la structure autosimilaire

plaquée sur 'espace métrique. ' Néanmoins, elles permettent le calcul de certains invariants
métriques. Les mesures de Gibbs qu’on présente ici ne ‘sont pas invariantes, il ne s’agit donc
pas de mesures S.R. B4, Ici, la dynamique n’est pas utilisée “a la Ruelle” via les cycles du
graphe comme dans?217, Ce qui est essentiel ici, c’est le passage des chemins de longueur

n aux chemins de longueur n + 1 pour chaque n, ce qui fait que notre approche n’est pas-

dynamique mais plutét markovienne. On peut dire qu’une structure autosimilaire telle qu’on
la présente ici est la donnée d’une information: sur une: section du shift plus que sur le shift
lui-méme. C’est sur cette information que se fondent les developpements thermodynamiques
conduisant au théoréme de dimension.

' Plan commenté. Le premier paragraphe présente ’espace des chemins d’un graphe
comme ensemble de branches d’un arbre ; c ‘est dire que les partitions associées aux branches
finies d’égales longueurs jouent un rdle essentiel dans la-définition de la topologie compacte,
totalement discontinue. Ils aglt 14 d’une construction qui généralise les classiques sous-shift
de type fini, d&s qu’on a remarqué qu’un graphe est une matrice a coefficients entiers positifs.
On trouve cette construction, dans le méme esprit, par exemple dans!1%13], En partitionnant

les chemins infinis par leur sommet d’origine, on met en évidence une “structure autosimi- -

laire topologique” dont la matrice du graphe est I’expression algébrique.

Le paragraphe deux introduit une structure ultramétrique sur cet espace. .L’ultra'métri-'
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que est naturellement associée & une pondération des arétes du graphe par des scalaires
compris entre 0 et 1, qui sont interprétés comme des similitudes. L’espace ultramétrique
ainsi obtenu est naturellement porteur d’une structure autosimilaire. Une structure auto-
similaire est la donnée d’un graphe pondéré, I’espace ultramétrique ci-dessus est considéré
comme le modéle canonique de la structure et une structure autosimilaire de ce type sur
un espace métrique (X, d) est une quasi-isométrie entre (X,d) et le modgle canonique. On
termine ce paragraphe par une construction classique de Cantor & structure autosimilaire
donnée. , »

Le paragraphe trois introduit la famille de matrices associée & une structure autosimi-
laire; ces matrices rendent compte des similitudes internes et sont utilisées par de nombreux
auteurs, sous une forme plus ou moins voisinel>?6 pour I’étude de la dimension. Nous
les suivons, en mettant ’accent sur les mesures de Gibbs et en raisonant & quasi-isométrie
prés, ce qui allége considérablement les démonstrations. Les mesures de Gibbs, introduites
ici sont particuliéres : elles ne sont pas invariantes par le shift mais par contre parfaitement
adaptées & la structure autosimilaire.

Le paragraphe quatre introduit, dans un contexte simple, les fonctions énergie libre et
entropie associées & une structure autosimilaire. La premiére fonction est le logarithme de
la valeur propre de Perron-Frobenius des matrices de similitude, en dimension quelconque.
L’entropie est ici la transformée de Legendre de la précédente. Nous avons suivil”l dans son
exposition des “Grandes Déviations”.

Le paragraphe cinq expose ’analyse multifractale d’une structure autosimilaire. A chaque
similitude interne (ie chaque aréte du graphe) est associé un vecteur et 'on s’intéresse aux
chemins otl la moyenne des vecteurs est donnée par la dérivée de I’énergie libre. Le point
crucial est de concentrer correctement les mesures de Gibbs introduites, en fonction de
la dimension (dont I’équivalent thermodynamique est la température). Le probleéme de la
normalisation des énergies libres par le logarithme des rayons de boules est traité par la
méthode classique des fonctions implicites. Dans cet ordre d’idée, le point crucial est la
preuve d’une inégalité de “Grandes Déviations” ; on a su1v1[2°] Cette inégalité permet de
prouver un théoréme de dimension trés général.

On termine par des applications simples au calcul de dimension de sous-ensembles soﬁques

§1. L’espace des Chemins d’un Graphe

1.1. Rappelons quelques faits sur les graphes orientés finis que nous appelerons graphes
dans ce travail.

(1.1.1) On appelle graphe G une double application entre ensembles finis o, : G1 — Go.
Un élément de G1 est appelé une aréte, un élément de Go un sommet. L’application o est
Vapplication source, Vapplication B est Uapplication but. -

Si u est une aréte, de source A et de but B, il est d’usage de noter celle-ci A — B. Ceci
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conduit au schéma d’un graphe. Ainsi:

A & B - N
(1.1.2) 'lll/l (1.1.3) ><
| D "= cC | ./

Q.

Pour les développements qui suivent, il est indiqué de schématiser comme il suit les mémes
exemples: ' '

(1.1.2) B
B A B
A D B C——D - D 04
g : C D
(1.1.3) A
A
A

L’application (@, 8) : G1 — Go x Gy caractérise le graphe et sa donnée est équivalente a
celle du cardinal de ses fibres, c’est & dire & celle de la matrice M ypXpsi Go = {Aq,...,4,},
& coefficients entiers a;; = # {u: A; — A;}. Ainsi, pour les deux exemples ci-dessus, il
viendra les matrices 4 x 4 et 1 x 1 :

(1.1.2)

OO M=o
- O O N
=0 = O
- = W

(1.1.3) (2)

(1.1.4) On appelle chemin de longueur n.> 0 du graphe G une suite d’arétes ue€ GT telle
que B(ux) = ougy1) pour k+1 < n. o
Sin =0, le seul chemin est 0. Sin > 1, il s’écrit u = (ug,...,un—1), on appelle a(up) la
source de u, B(un—1) le but de u. | _

Parler de la source et du but d’un chemin suppose évidemment que sa longueur n’est pas
nulle. Un cycle est un chemin de source et but identiques.

Rappelons que - _

(1.1.8) un graphe G est dit fortement conneze si, pour tout couple de sommets (4,B), il
existe un chemin de source A et de but B.
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Rappelons également que :

(1.1.6)une matrice positive M est dite irréductible si pour tout couple d’indice 3,7, il
existe n > 1 tel que (M™); ; > 0.

Evidemment :

(1.1.7) Soit M la matrice d’un graphe G. Le graphe et la matrice sont simultanément et
respectivement fortement connexes et irréductibles. '

Un graphe G = (Go, G1) étant donné, pour A € G posons
va=#{ueG|afu)=A}-1.

On obtient ainsi un vecteur v de R0, & coeflicients entiers.

(1.1.8) Dans ce travail, on supposera toujours que le graphe G est irréductible et qu’il
n’est pas un cycle ie : la matrice M est irréductible et le vecteur v n’est pas nul.

1.2. Notons G, 'ensemble des chemins de longueur n, pour n > 0 et G ’ensemble
suivant : '

(1.2.1) Les éléments de Goo sont les suites d’arétes u = (up,u1,...) telles que B(u;) =
a(uig1) pour i > 0. On appelle une telle suite un chemin du graphe G, et a(ug) est appelé
la source du chemin. '

Pour n > 0, on note 7, : G — Gy, I'application associant (ug,... ,un—1) & (g, %1,:..).
Munissons ’ensemble des chemins G, de la topologie la. moins fine rendant ces projections
continues (étant entendu que les ensembles G, ,v finis, sont munis de la topologie discréte).

(1.2.2) Une base'd’ouverts-fermés, indexée par |J G, est ainsi faite : Powvert fermé

n2>0
d’indice u = (o, ... ,Un—1) est ’ensemble des chemins du graphe qui s’écrivent (ugy...
Un—1,...) €t Goo est un espace compact. '

Pour n > 0, notons 7 : Gp41 — Gy, 'application générique qui, au chemin (uo, ... s Un)
de longueur n + 1 associe le chemin (ug,... ,up—1) de longueur n. On construit ainsi un
systéme projectif d’ensembles finis, & transitions 7 surjectives, tel que Go = 1.

(1.2.3) ' Go— GGy = Gp—Gpyg .

. Clairement, ’espace des chemins G, muni des projections 7, : Goo — Gy, est une limite
projective du systéme ci-dessus, dans la catégorie des espaces topologiques. '

1.3. Dans la suite, de tels espaces, construits 4 I’aide d’un graphe G, serviront de modéles.
Leur intérét tient & leur propriété d’auto-homéomorphisme remarquée par de nombreux
auteurs, explicitée par la matrice M du graphe, notons G4 la partie de Go, formée des
chemins du graphe de source A. Clairement, la famille (G4 | A € Go) est une partition
finie, en ouverts-fermés, de I'espace Goo. Si, de A, partent les arétes uy : A — By,... ,Up !
A — By, il est clair que G# est la somme des espaces GE:,...,GEBr. Ainsi, dans le cas du
graphe (1.1.2), Goo = GATIGE I GS 1 GR et : |

G4 =GENGENGinglugy,
GE =GATGS, GS =GB,
G =GRUGSUGE.

Cette décompositibn se lit dans la seconde schématisation d’un graphe. Utilisant la matrice



2568 ’ CHIN. ANN. OF MATH. Vol.15 Ser.B

du graphe, on pourrait écrire :

0 20 3 4
1 010)({GE} |[GE
001 1}{c8 ) | GS
0 1 1 1/ \GE G2

Plus classiquement, l'espace Goo peut étre vu comme un sous-shift de type fini [4], sur
I’alphabet G, donné par la matrice d’incidence D définie par D, , = 1 si fu = aw, 0 sinon.
Nous ne suivrons pas cette voie qui, en faisant disparaitre les sommets, occulte la structure
d’auto-homéomorphisme, qui est le propre de tels espaces de chemins.

1.4. Une mesure sur G, est un systéme projectif de mesure, c’est & dire une suite de
mesures (Ln)n>0, tn 6tant sur Pensemble fini Gy, telle que Tn(fn+1) = fin pOur n >0 et
sni]g” ]| < co0. De céla découle la forme prise par les mesures positives sur ’espace Goo &

n :

_(1.4.1) Une mesure positive i sur Goo est la donnée, pour chaque chemin de longueur
n, (Yo,-.. ,Un—1), d’un scalaire positif p(uo, ... ,un—1) tel que, si A est le but de un—1 et
v1,... ,U sont les arétes de source A on ait’

M(uo, ces aun-—-l) = M(UO’ oo ,un-—l"vl) +eet ,l,L('ll,_o, s 1un—1’vl)'

§2. Ultramétrique et Structure Autosimilaire

2.1. Introduisons ;Vime ultramétrique § sur ’espace des chemins Go,, associé & une
pondération du graphe. ' '
(2.1.1) On appellera pondération du graphe G une application A : Gy —]0,1].

Etendons cette application & [] G, de la fagcon suivante :
. n>0 :
(2.1.2) Siu € Gp, on pose Ay, = [] Au; (d'0t Ap = 1).
. <n
Ceci étant, soient deux éléments différents z,y € G tels que le plus long chemin commun

soit © € Gy (i€ Tn(#) = Tn(Yy), Tnt1(2) # Tnt+1(y)). Posons alors 6(z,y) = Ay, et 8(z,z) =
0. '
(2.1.3) 6 est une distance ultramétrique sur Goo. L’ouvert-fermé w;1(u), associé au
chemin u de longueur n est une boule fermée de rayon A,. '
Ainsi, au couple (G,)) formé d’un graphe et d’une. pondération avons-nous associé un
espace ultramétrique compact (Goo,6). De tels espaces nous serviront de modeles, dans le
sens suivant : | '
(2.1.4) ’ :
(i) Nous appelerons le couple (G, ) une structure autosimilaire
(ii) un espace métrique compact (X,d) est dit autosimilaire s’il est quasi-isométrique o
un espace du type (Goo,8) (par quasi-isométrie, on entend qu’il existe une constante A>0
telle que A~16 < d < AS) V
(iii) la quasi-isométrie ¢ : (Goo,0) — (X, d) est appelée une présentation autosimilaire.
Les espaces métriques compacts autosimilaires sont totalement discontinus, puisqu’il en
est ainsi des espaces Go,. Dans ce travail, ' :
(2.1.8) on appellera ensemble de Cantor un espace métrique compact, totalement discon-
tinu. ' ‘ ' '
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Ainsi, les espaces métriques compacts autosimilaires seront appelés ensembles de Cantor
autosimilaires. Bien entendu, ’ensemble de Cantor classique est autosimilaire : le graphe
est le graphe 3 un sommet et deux cycles (1.1.3), la pondération X étant (1/3,1/3).

Les invariants par quasi-isométrie — diverses dimensions notamment — apparaissent plus
simplement traduits en termes d’ultramétrique car dans ce type de métriques, les recouvre-
ments minimaux sont des partitions. En outre, le traitement des invariants est en quelque
sorte algébrisé par I'introduction de la présentation (G, \).

2.2. De trés nombreux auteurs ont construit des Cantor autosimilaires. Nous allons ici
donner une variante d’une construction classique éclairant les roles de la pondération et de
P'ultramétrique. Partons d’une présentation (G, \). Soient, d’autre part, un espace métrique
(E,d) et les données suivantes :

(i) une famille (K; | i € Go) de parties compactes de (E,d), indexée par les sommets du

* graphe

(ii) pour chaque aréte u : i — j une application f, : K; — K;.
Ces données sont astreintes & deux conditions :

(i) fu est une similitude de rapport Ay : d(fuz, fuy) = Aud(z, )

(ii) si u et v sont des arétes différentes mais de méme source :

Im f, NIm f, = 0.

Construisons une application f : Goo — E de la fagon suivante. Soit u = (uwo,u1,...) un
chemin du graphe. Il vient la suite d’applications :

LA g K R

Pour chaquen > 1, 1’image de fuo fuy *** fu,_, st une partie compacte de E, dont le diamétre

est majoré par Ay, -+ * Ay, _, Sup diam(K;). On obtient ainsi une suite décroissante de com-
1€Gy )
pacts, dont la suite des diameétres tend vers 0. De ce fait

n Imfuofu1 T 'fun-1

n>1
est un point de E, noté f(u). Ainsi se trouve définie I’application annoncée. Maintenant, si
u,v € Goo et sont différents, ils s’écrivent '

U= (Ugy. e ,Up—1,Un,y...) €6 v = (ug,... ,.un_l,'vn,...)

"~ avecn > 0 et u, # Uy

Fun
Km \

Bt Mk MK CE
K, /-

On peut écrire fy, = fu, *** fun_1 JunZ, OO T € Ky, ainsi que

Jo = fug - 'fun_1fvnya ou y € Ky,
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d(fu, fv) = ’\'Mo,---',fun——ld (.funx, f'vny) '

La compacité des parties K; et la condition de disjdnction des images donnent une con-
stante A > 0 telle que '

AT < d(fu,, fuy) < A,
indépendante de z,y, uy, v,. Pour cette constante, on a donc
A—lé(u, 'U)S d'('funwafﬁny) < A6('U'a ’U).
Ainsi, on a prouvé : ‘ .

(2.2.1) Im f C E est un espace autosimildire. .
Cette construction permet d’exhiber trés simplement des ensembles réguliers autosimi-
laires. Par exemple, les Cantor de Marion!®'8! sont ainsi construits : ils sont présentés par

un graphe & un seul sommet et p arétes (qui sont des cycles). La pondération est simplement
une suite (Ag,... ,Ap—1) U0 < Ap < 1. ’

§3. Etude de la Dimension

3.1. Puisqu’un espace autosimilaire est quasi-isométrique & 'une de ses présentations, il
est loisible d’étudier les dimensions d’un tel espace sur un modele (Goo,6) déduit du graphe
(G,)). Notre étude reposessur la famille de matrice (A; | t €R) indexée par Gy X Go, ainsi
définie : : B

(3.1.1) soit t €R. La matrice Ay a pour coefficient d’indice (A, B) € Go X Go le scalaire

DR
uwA—B
Evidemment, puisque, selon (1.1.8), le graphe est supposé fortement connexe,

(3.1.2) la famille de matrice (As | t €ER) est composée de matrices positives irréductibles.

Montrons comment cette famille de matrices rend compte de I'autosimilarité. Partons
de 'exemple (1.1.2) déja traité, du point de vue topologique, en 1.3. Attribuons & chaque
aréte u une pondération A,. Sit > 0, A!, est également une pondération qui donne I'ultra-
métrique 6%, si § note 'ultramétrique induite par les A,. L’espace Goo est, comme on I'a
vu, partitionné en sous-espaces ouverts-fermés G4, GE, G et G2, chacun héritant de la
métrique induite 6%. Soit alors une aréte v : A — B par exemple. Elle induit une application
fu:GB — G4 consistant & ajouter 'aréte u aux chemins de source B. Clairement, f, est
une similitude de rapport A,. De la sorte, non seulement on a ’égalité topologique

A _ B B D D D
Go =G UG, NG, TG, IIGZ,
mais encore on connait les diverses contractions subies par les diverses composantes pour

donner G;“o. Ces self-similarités s’organisent en la matrice A; pour ¢ > 0 fixé. En résumsé,
la matrice A; permettrait d’écrire une égalité vectorielle entre les composantes métriques de

(Goo, 8Y) :

0 M4+ 0 X+X+A\ /G4 G4
X0 X0 1Gs|_ |65
0 0 0 A G, GY
0 YRR\ Ay \GE/ \GZ



No.3 G. Michon & J. Peyriére ENSEMBLES DE CANTOR AUTOSIMILAIRES 261

qui contient toute I'information sur la self-similarité de (G, 6%), pour t > 0.

Le théoréme de Perron-Frobenius!?? nous. apprend que :

(8.1.3) chaque matrice Ay posséde une valeur propre de module mazimum p(t) > 0,
de multiplicité 1. L’espace propre correspondant est une droite de RC%, engendrée par un

vecteur strictement positif (z4 | A € Go), qu’on normalise en posant >, x4 =1.
. A€Go

D’autre part, en suivant [23], on montre que

(8.1.4) Vapplication analytique réelle p ‘R—R} est strictement décroissante et tend vers
0 lorsque t — oco.Enfin, puisqu’on travaille sous les contraintes (1.1.8)on a:

~ (3.1.5) p(0) > 1.

3.2. Le point crucial, dans P’étude de la dimension, est introduction d'une famille de
mesures positives, indexée par ¢t €R; de masse 1, dite mesures de Gibbs (v; | t €R). La
nature projective de 'espace G, donne un procédé de construction de mesure positive tres
simple, rappelé en (1.4.1). Soit (uo, ... ;Un—1) € Gn. Posons '

(3.2.1) . Ye(toy v yUn—1) = p(:)nwﬂ(un 0

11 résulte facilement de cette définition que la condition rappelee en (1.4.2) est satisfaite.
De ce fait,

(8.2.2) 11 (uo,--- ,Un_1) définit une mesure y; positive, de masse 1 sur Goo
Clairement . :
(8.2.3) 7i(uo, ... ,un—1) est la mesure de la boule fermée de rayon Xy, cenirée en un

point quelconque de celle-ci, pour lultramétrique 6.

Voici la propriété essentielle de ces mesures :

(8.2.4) Proposition. Siu = (uo,... ,Un—1) € Gp

' U
R A

La preuve, immédiate, utilise simplement le fait qu'un vecteur propre de Perron-Frobenius
a ses composantes strictement positives. - '

Particularisons ¢ en t, le nombre défini par p(to) = 1. Il existe donc un scalaire K>0

tel que, pour tout u € |J Gy
n>0

KA < g (w) < K.

Puisque u, via 7, (u) est une boule fermée de rayon Au, les sommes de Hausdorff en cette
valeur donneront une mesure de Hausdorff en dimension %y équivalente & 74,, d’olt notre
avatar d’un résultat classique de Ruelle :

| (3.2.5) Proposition. Lunique scalaire to tel que p(to) = 1 est la dimension de Hausdor[f
de (G, 6).

De ce fait,

(3.2.8) Proposition. Tout Cantor autoszmzlazre a pour dimension de Hausdorff la valeur
to qui annule la fonction log p(t) de l'une des présentations.

Ainsi, on retrouve facilement les résultats de nombreux auteurs. Le cas des Cantor
isotypiques est particuliérement simple : la valeur ¢ telle que )\f)" 4 oot )\;"_1 = 1 est
précisément celle qui fait du rayon des ultraboules fermées la mesure de Hausdorff de la
boule, en la dimension .
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3.3. Prouvons maintenant le résultat suivant :

(8.3.1) Proposition. i (X,d) est un Cantor autosimilaire, sa dimension de Hausdorff
égale sa dimension de Bouligand-Minkowski,

Preuve. 1l suffit de raisonner sur un modsle (G, 8). Rappelons que, & € > 0 fixé, si on
note N () le cardinal d’un recouvrement minimum par des boules de rayon ¢, la dimension
de Bouligand-Minkowski est par définition le scalaire de [0, 00] :

lim sup M.
n—oo — log(e)
Nous dénommons ainsi cette notion de dimension qui par ailleurs est connue sous beaucoup
d’autres appellations [22], et en particulier est utilisée par les dyna,mlclens sous le nom de
limit capacity, parce que dans le cas des ensembles plongés dans R” elle coincide avec la
dimension de Bouligand-Minkowski. Dans notre contexte, les boules ouvertes (et fermées)
sont indexées par les éléments u = (ug,... ,up—1) de G,,. Notons @ = ug - - - Up-g, 8110 > 1.
Les boules de rayon ¢ > 0 sont en bijection avec ’ensemble

T.=que UGnI)\ <e<
T on2l

et bien enﬁendu, il s’agit 1a de la partition en boule de rayon €. Il 8’agit donc du recouvrement
minimum, autrement dit #7. = N(g). Vu la définition de 4, il exmte une constante X > 0
telle que, si u € T}, : '

Au <€ LKA,

On peut donc écrire, avec une certaine constante A >0, pour u € T ( cf. une inégalité

 précédente) :

A~1gho 5 Yt (u) < Ac',
On somme alors sur u € T, d’oll les inégalités
A™IN(e)e™ <1 < AN(e)et,

qui donnent le résultat. En fait, on a prouvé :

(3.3.2) Proposition. Soit (X, d) un Cantor autosimilaire. Lorsque e tend vers 0, %?
converge vers la dimension de Hausdorff. o

Si 'on raisonne maintenant de fagon intrinséque sur le Cantor autosimilaire (X,d) lui-

méme, il viendra entre 'ultramétrique 6 et d :
A6 <d< Bé§

ou A et B sont des constantes.
Si on note N et N’ les nombres minimums de boules pour les recouvrements de rayon ¢,
pour 6 et d,on a :

N(e/A) < N'(e) < N(¢/B)

d’olt le résultat (généralisant [13)) :
(3.8.3) Proposition. - Soit (X,d) un Cantor autosimilaire, N (€) comme ci-dessus. La
dzmenszon de Hausdorff est égale & la dimension de Bouligand et celle-ci est I'unique scalaire
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t pour lequel il existe une constante A > 0 telle que pour tout e > 0 :

ATV < etN(e) < A

§4. Thermodynamique

4.1. Le formalisme thermodynamique développé ici est basé sur la structure autosimi-
laire. Rappelons les inégalités obtenues en (3.2.4) : il existe: une constante K > 0, ne
dependant que de t, telle que, pour tout ng et v € G, '

K——l —nlogp(t)At <’Yt('u) < Ke~ nlogp(t))‘t

- En sommant sur u € Gy, il vient

1
log p(t) ~ —log ) _ Xy| <
u€EGn

log K
-

Introduisons maintenant la terminologie thermodynamique :

(4.4.1) On appelle fonction de partition du niveau n la fonction Zot) = X AL et
. u€GH

énergie libre du niveau. n la fonction.

1

L’inégalité précédente permet d’affirmer

(4.1.2) Ch(t) = log p(t) + O(%).
Ainsi, C,(t) converge simplement vers C(t).

(4.1.3) On appelle C(t) = log p(t) la fonction énergie libre de la presentatzon (G, ).

(4.1.4) La fonction log p(t) est conveze, analytique.

Preuve. La fonction log p(t) est limite simple de fonction convexe, elle est donc convexe.

L’analycité résulte du fait que la valeur propre p(t) est de multiplicité 1.

Une étude rapide du comportement asymptotique de la fonction log p(t) est faite dans la
derniére partie. :

4.2. Présentons une fagon de calculer la dimension de Hausdorff. Tl existe des constantes
a et A telles que, pour tout v € Gy :

0<a<<AKL],
dolt, siu € G,
al® < A < AP
Notons kn, = #Ghy, il vient :
kna!™ < Zn(t) < kn A™
et
1 : 1
tloga + ﬁlogkn < Cyp(t) <tlog A + ;log k.

Maintenant, soit t, tel que Y. Ai» =1, ie Cy (tn) =1, on a, puisque Cy,(0) = L logk,
e : : ' o

Cu(0) ., . Cul0)
loga S tn S logA
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Puisque la suite des C,(0) converge, la suite des tn est bornée. Conclusion : il existe un
compact K tel que t, € K pour-n > 0. On sait d’autre part que, puisque les fonctions C,,
- sont convexes, la convergence simple de C,, vers C est en fait uniforme sur les compacts de
R. Ainsi, pour ¢ > 0 fix4, il existe ng tel que, si n > nyg

C(tn)] = |Cu(tn) — C(tn)] < e.
Donc, si ¢ est une valeur d’adhérence de la suite (tn | n>0), on a C(t) = 0. Puisqu’une

telle valeur est unique et qu’elle est la dimension de Hausdorff de (Geo, 6), on a montré :
(4.2.1) Pour chaquen > 0, soitt, l'unique solution de Y. M =1. La suite (t, | n > 0)

U€EG,
converge vers la dimension de Hausdorff de (Goo, 6).
4.3. Justifions la terminologie de Gibbs. Rappelons
Goo
Tn |/ \ Tnt1

GO('_G].(—...(_..Gn(._Gn_l_l(__.....

. par le ‘diagramme ci-dessus la situation projective : ’espace des chemins G est équipé de
projections continues 7,, telles que 7 o Tnt+1 = Tn. Nous savons d’autre part qu’une mesure
positive 1 sur G, est complétement déterminée par les marginales 7, (1) sur chacun des G,
en ce sens que, si 'on se donne sur chaque G,, une mesure u,, ces données étant telles que
T(ln+1) = fin, il existe une mesure y unique sur Goo, telle que m, (1) = p,. Fixons n > 0,
notons k, le cardinal de G,, et soit l’applicaﬁon log A : G, =R, qu’on appelera la fonction
d’énergie au niveau n. On sait qu’il vient alors — toujours & ce niveau — des mesures de
Gibbs v, données en u € G, par
Yn,e(u) = _6—n0”(t))\z-

Ces mesures vérifient un principe variationnel : elles minimisent Pentropie, & énergie fixée.

Bien entendu, & ¢ fixé, ces mesures Yn,t ne forment pas un systéme projectif de mesures,
ie, en général, 7.(Yn+1,t) n’est pas Yn,t- De ce fait, il n’existe pas de mesure y; sur G, telle
que T (7;) donne 7, ;. Néanmoins, les- mesures <y, exhibées en 3.2 sont telles que :

(4.8.1) I existe une constante K > 0 (dépendant de t ) telle que pour tout n > 1:

K—I'Yn,t < 7rn*(')’t) < K'Yn,t-

La preuve repose sur les inégalités rappelées en 4.1 qui, en outre, au vu de la convergence
en O(L), permettent de remplacer log p(t) par Cy, ().

Par exemple, prenons ¢ = 0. Chaque mesure de Gibbs Yn,0 €8t Péquiprobabilité de G,
donnant la valeur k;;* & chaque u € G,,. Clairement, ces mesures ne forment pas un systéme
projectif. Il en est cependant ainsi des mesures 7. (7o), données en u € G, par

ZB(u)
Yolu) = ——=,
(u) p(0)™
et I'on a
K-t K
T < v(u) < B
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Notons au passage que

(4.3.2) ' Llogk, = log p(0) + O(2).

4.4. Rappelons, en suivant [7] un résultat de grandes dev1at10ns Les données sont les’
suivantes : : ‘

(i) la suite d’ensemble fini G, pour n > 1, chacun muni de I’équiprobabilité,

(ii) pour chaque n > 1, une fonction d’énergie log A : G, —R.

A chaque niveau n > 1, on introduit la fonction de partition Z,(t) (4.1.1) et ’énergie
libre au niveau n : Cu(t) = L log Z,(2).

Comme on sait C, (t) converge mmplement vers la fonction analytique C(t) = log p(t)
Rappelons que cette fonction est convexe. _

On note Io(z) la transformée de Legendre de la fonction C(t), de

(4.4.1) ' Io(z) = sup (tz—C(t)).

D’un autre c6té, notons Q,, I'image de l’equlprobablhte par les variables & ~log A : G, —R.

'(4.4.2) La fonction I (z) = Io(z) + C(0) est appelée la fonction d’ entropze de la suite
(Qn | n2 1) )

Elle est ainsi qualifiée parce qu’elle posséde les propriétés suivantes :

(4.4.3) La fonction I :R? — [0, co] vérifie les trois propriétés suivantes :

(1) pour tout-a < oo, I < a est compact,

(ii) si F' est fermé, limsup a,;!log Qn(F) < —i%fI ,

(iii) si G est ouvert, liminf a;;* log Qn(G) > —igfI.

Clairement, sur un intervalle A de Rnon réduit & un point :

(4.4.4) " infI = infI = infI,

A A °

A
si bien que :

(4.4.5) si A est un intervalle de Rnon réduit & un point, la suite = log Qn(A) converge
vers —mfI Autrement dit, en revenant & la transformée de Legendre de Cc(t) :

(4.4. 6) soit A un intervalle de Rnon réduit & un point : la suite

Hlog#{ue Ghn | ﬁlog)\u € A}

converge vers —iﬁfIc. A
4.5. L’analyse multifractale & une dimension que nous proposons repose sur l'utilisation
des mesures de Gibbs ;. Remarquons que jusqu’ici, elles n’ont servi qu‘a prouver rapidement
lexistence d’une énergie libre. Rappelons rapidement les rudiments de thermodynamique
propres & notre sujet. Les fonctions w = log A ont pour valeur une énergie, d’ot1 un premier
exemplaire de la droite réelle R, paramétrant 1’énergie w. L’usage nomme température
linverse de la variable conjuguée de 1’énergie, d’oli une seconde droite, paramétrant la
température t, la mise en dualité de ces droites se faisant par le produit tw. La fonc-
tion énergie libre C(t), étant strictement convexe, établit, via C' :R—R, un isomorphisme
entre la droite des températures et I'image de C’ qui est I'intervalle ouvert o varie le
paramétre énergie. L’idée est alors la suivante. Soit w une valeur d’énergie. Sans plus
d’information, ’état statistique du systéme est +;, état de Gibbs de température ¢ telle que
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C'(t) = w. Comme nous le verrons plus loin, la transformée de Legendre de I’énergie li-
bre C(t) s’interpréte comme l'entropie de la mesure ;. Le probléme se pose de savoir ce
qu’est une configuration, ce qu’est I’énergie d’une configuration. Les états de Gibbs sont
sur I'espace G, des chemins du graphe, aussi est-on a forcé de nommer configuration un
chemin du graphe. Quant 3 P’énergie d’un chemin, il est loisible de la voir ainsi : soit
% = (U, %1,...) € Geo. Au niveau n, vient m,u =(up, ... ,Un—1), d’énergie moyenne

1
n log ()‘u9/\u1 tee A’un—l) .

Ainsi, la configuration u étant fixée, lui est associée une suite d’énergie, qui posséde un
ensemble de valeurs d’adhérence W,,. Voici les énoncés précis, corollaires d’énoncés plus
généraux démontrés plus loin :

(4.5.1) la mesure de Gibbs v, est concentrée sur l’ensemble

Gory = {u € Goo | %log Aug *** Aup_y — C”(t)}.

Pour I’énoncé sur l’entropie, on procéde ainsi : au niveau n, la partition G, de G
posséde 1’entropie Sy (), pour la mesure de Gibbs ;. Alors
(45.2) Jim 15.() = I(C'(®).
(4.5.8) La dimension de Hausdorff de Ggi(yy est I(C'(t)) /C'(2).
4.6. Présentons simplement une approche heuristique. Sur G¢r (3, la métrique est donnée
par 6(u,v) = e”ol(t), si u et v se séparent au niveau n. D’autre part, on a les inégalités :
K—len(tO"(t))-—log p(t) S 'Yt('ul) < Ken(tC’(t))—-log o(t)

Puisque 7, est portée par Goi(ty, on peut calculer la dimension de Hausdorff.
Les énoncés sont donnés en fonction des températures, Dualement, fixons une énergie o.
On définit alors

1
Gq = {u € G | ;L-log)\uo---';\un_]L — a} )

ensemble des configurations .d-’énergie a. La dimension de Hausdorff de cet ensemble est
I{a)/a=d.

On retrouve la célébre formule de Ledrappier-Le San Young do = I(«) liant la dimension,
le coefficient de Liapounov et I'entropie. Le coefficient de Liapounov s’exprime ici comme
Pénergie, c’est-a-dire la limite de la suite % log Ay, * Ay,,_, donnant la moyenne géométrique
des contractions des fonctions définissant dynamiquement le Cantor de type fini. Dans 13,
on trouve ce traitement pour le cookie-cutter, qui peut étre généralisé dans notre contexte,
3 I’aide de contractions A, pour u € nL>JoG"’ telles que Ay, et Ay A, soient uniformément

bornés pour tout couple (u,v) [19]. On trouve également dans ce dernier article ’étude
d’une situation conduisant & une énergie libre non nécessairement différentiable.

§5. Analyse Multifractale & Plusieurs Dimensions

5.1. Développons le formalisme thermodynamique- relatif 3 un graphe. Partons d’un
graphe G vérifiant les conditions (1.1.8) muni d’une application w : Gy —R?. Si u est une
aréte, on appellera w, le vecteur d’énergie de 'aréte u. On définit I’énergie d’un chemin
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u € G, en posant, i ¥ = UgUy *+* Up—1 :
Wy = Wyg +*** + Wy g -

. Nous avons traité avant le cas d = 1 et w = log A. Notons t €ER?* la variable conjuguée de
P’énergie et deﬁnlssons la fonction de partition au niveau n par : o
Zu)= 3 e,
UEG,
ainsi que P’énergie libre du niveau n :

Cn(t) = —logZ (t)

Considérons maintenant la matrice A, pour ¢ eRd* de coeﬂiments (A,B) € Go x Go donnee

par '
Z eltron)

wA—B
Suivant (3.1.3), notons p(t) la valeur propre de Perron—Frobenius_ de la matrice positive
1rreduct1ble A;.
(5.1.1) La fonction log p :R* —R est analytzque et conveze.
Soit t # 0 €R%* fixé. Etudions le comportement de log p(at) quand o — 0o. Posons
5(t) = sup (¢, wy). |
€G]
Autrement dit, 6(t) est la fonction support du convexe engendré par les vecteurs d’énergies
wy. Le coefficient d’indice (A, B) de la matrice Aqy 8'écrit
e*8(®) Z e((twa)—6(2))
: . u:A—B
Evidemment, (¢, w,) — 6(t) < 0, donc : : .
#Huid—B|(w) =5@) s Y exlbwd=i0)
e wA—B -
<#{u:A— B }

Ainsi lorsque « tend vers +00, le rayon spectral de la matrice e""“_s(t)Aat décroit vers le rayon
spectral p; o, de la matrice dont le coefficient d’indice (A, B) est donnée par le premier terme
de I'inégalité ci-dessus, d’oli : -

(5.1.2) ' log p(at) = ab(t) + log pt,e0 + o(1).

De méme, lorsque « tend vers —oo,

log p(c) = —ob(— t) +10g p—t,00 + 0(1).

Donc, s'il existe un ¢ tel que §(¢) et §(—t) sont de signes opposés, l’appIication log p est
surjective. Cette construction équivaut au fait que zéro ne soit pas dans I’enveloppe convexe
des vecteurs {w,} pour u € G si bien que : '

(5.1.8) si 0 n'est pas dans l'enveloppe conveze des vecteurs wy, u € Gi, la fonction
log p :R%* —Rest surjective. :

Avec nos données, il est loisible de dire que la fonction de partition est la composée
C_ =po Z . ‘

R 4 Ri(4.B)FuA—B} A p
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La premiére application, en la composante (A, B) est donnée par

Zap(t) = Z eltwa)

wA—B
et la seconde est le rayon spectral des matrices. Ces fonctions sont ana,lythues et log pZ est

la fonction énergie libre. Comme en (3 2.1), on définit une mesure de Gibbs sur G, donnée
en le cylindre v € G,, par :
eftwa)
Ye(u) = ) TBn-1)
etona:
(5.1.4) il existe une constante K > 0 telle que, pour tout u € Gy,

-1 Yelw)
K=< e—nlog p(t) g(t,w) < K.

Comme avant, on prouve :

(5.1.5) Ch(t) =log p(t) + O(%).

En utilisant le lemme de Borel—Cantelli, on montre

(5.1.6) La mesure de Gibbs y; est concentre’e sur l’ensemble

{fu€Gun | = log'wu — C'(1)}.

5.2. Particularisons la premiére coordonnee en vue d’obtemr des résultats de nature
implicite. Prenons un vecteur d’énergie , & d 4+ 1 dimensions, sous la forme suivante

W = (log A\, w) ‘
ol A est une application de G; dans ]0,1[ et w une application de G; dans R?.
Notons (t,8) ER*xR%* la variable conjuguée. La matrice A*® en (A, B) est donnée par
Z A telfwu),
u:A—B

Notons A = sup )\, et A = 1nf Aue
ueG, uEGL
De la méme fagon qu’en 5.1, on obtient, pour chaque 6,

(5.2.1) C(t,6) = tlog A+a(8)+o(1) (t — +00) et C(t,0) = tlog A+b(0)+o(1) (t - ——oo)

Il s’ensuit que pour 8 fixé, la fonction C(¢,6) décroit de —oo & +o0.

On a donc prouvé :

(8.2.2) soit a €R fizé. Pour chaque 8 €R®, il emiste un unique ¢ €R* ‘tel que
C(t,0) = a. ' '

- On a donc établi que

(5.2.3) les lignes de niveau C(t,0) = a sont paramétrées par des fonctions analytzques
convezes g :R¥* —R(ie C(pa(8),0) = a pour tout a et 0).

5.3. A chaque niveau n, con51derons Pensemble fini G,,, équipé de la mesure de Gibbs

Ymtg = €O Yt (00)

ol t et 6 sont fixés et les fonctions

w/log X : G, — R,

Ces fonctions permettent de définir sur R une suite de proba‘bilités

Qn = <log)\) (Ynt.0)-
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Nous allons prouver (en suivant [20]) que cette suite posséde une valeur d’équilibre c’est &
dire :

(5.3.1) La suite Q,, converge exponentiellement vers —qo!(9).

Preuve. Soient v €ER%* et b €R. La fonction affine y = (z, v) + b définit 'ouvert de Rd

U={a;€Rd|(:_z:,v)+b>0}
et le fermé
C={zeR?| (z,v) +b< 0}
Calculons Q,(UC) . 1l s’agit de :
) ¢=nCn(10) \t o(Bwa)

u€G,, EEI'X; (we,2)+b<0

Autrement écrit :

e—nqn(t,ﬂ) Z et1o8 Au e(B,wu)e—blog Ay gblog Au
(wy,v)>—~blog Ay '
< e-—nCn(t,G) Z | e(t+b) log As e(0+v,wu)

(Wu,v)2>—blog Ay
. Se—nc;‘n(t,a) Z e(t+b)log)\ue(0+v,wu)

u€EGL
Enfin
Qn (UC’) < g~ "Cn (t,8) e"Cn (t+b,0+v) ,
d’ou
mnwp%ngMUC)50@+b£+m)—0@£%
lorsque

€ ={zeR?|(z,v) +b <0}

Clairement, l"inégalité est encore valable, en changeant b ét v en hb et hv, pourvu que & > 0.

Supposons maintenant que —,(0) € U, ie (¢,(8),v) < b. Vu la convexité de ¢, le
rapport h™* (pa(0 -+ hv) — @a(6)) décroit et tend vers (¢ (6),v) lorsque A déeroit vers 0 De
ce fait, il e)uste h >0 tel que ©0a(0 + hv) — pq(0) < hb. Autrement dlt

pa(0+hv) <t+ hb.
Cette inégalité stricte signifie que C(t + hb,0 + hv) < a done :
| Ot + b0+ v) < C(t,0),
ce qui prouve que si
| U={:z:eRd|_(:1:,v)+b"<0}'
et —pl,(0) € U, alors
| - limsup -71; log Q.(U°) < 0.

D’autre part, il est facile de prouver que, si lim sup % log @»(A) < 0, limsup % logQ.(B) <0
alors lim sup % log Q(A U B) < 0. De ce fait, si U est un voisinage ouvert polyédrique de
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© ~¢(6), c’est A dire intersection finie de demi-espaces ouverts, limsup Z log @, (U®) < 0.

c.q.f.d.
5.4. Notons ;¢ la mesure de Gibbs sur G, donnée en u € G,, par
At g(0swa)
Yo(u) = W LB(tn—1)-
Rappelons que
(5.4.1) il existe K > 0 tel que pour tout u € G,

—1 ’Yt,o('u’)
K™ < e—-nO(t,O))\Ze(O,wu) <K
et que
(5.4.2) Cn(t,0) = log C(t,6) + O (3)

de ce fait, dans (5.4.1), on peut remplacer e~"C(%0) par e~"C=(t9) gi bien que I'on obtient
le théoréme principal : '
(5.4.83)Théoréme. Si C(t,0) = a, la mesure de Gibbs i o est une mesure sur l’ensemble

G = {u € Goo | lim = —,(O)}.
(5.4.4) Corollaire. Supposons que C(t,0) = 0. Notons Iy la transformée de Legendre
de la fonction po :R* —R. La dimension de Hausdorff de G( %) est —I (0h(6)).

Preuve. Soit u € G( o), Chaque uj, = (%o, .. ,Un—1) (noter P’abus de notation) est une
boule fermée centrée en u, de rayon ’\uln- Considérons le rapport

log v¢,6(ujn)
log Ay,

—o0 log )\ul

qui, au vu de (5.4.1) a la méme limite que le rapport
tlog Ay, + (0, wy,,)
log Ay, ’

Cette limite est t — (pp(0),8), c’est & dire —Io (pp(8)), car u € G(°°) 11 suffit d’appliquer
par exemple le lemme de Kinney-Pitcher Billingsley pour conclure.

Notons ici la.confusion entre entropie et dimension qui tient au fait qu’on renormalise
précisément par les rayéns des boules.

5.5. En spécialisant les données )\ et w, on prouve simplement les résultats annoncés en
4.5.

§6. Application aux Ensembles Sofiques

6.1. Partons d’un graphe G vérifiant (1.1.8). Un entier b > 1 (une base de développement)
étant fixé, on attribue & chaque aréte u du graphe un nombre entier k(u), son étiquette,
compris entre 0 et b— 1. De cette fagon, & chaque élément u = (ug,uy,...) de G est associé
le réel

o) + () + m(ua) +

qu’&n note f(u), définissant ainsi une application f : Goo —R.
( 6.1.1) L’image de f est appelée un ensemble sofique.
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Il est facile de se rendre compte que f est une quasi—is'ométrie si et seulement si c’est
~une injection. Cette condition d’injectivité est réalisée si 'on ne peut trouver deux chemins
infinis sur le graphe, de méme origine et dont les suites des étiquettes soient (3,b—1,b—1,...)
et (¢+1,0,0,...)avec0<i<b—1. :

(6.1.2) L’ensemble sofique défini par le graphe G et U'étiquetage est alors un cantor fractal
rigide de structure (G,b™!), lorsque sup Gy —inf G; < b— 1.

6.2. Du point de vue thermodynamique simple, ou 1’énergie est le logarithme des rayons
de boule, pour cette structure, il vient évidemment

(6.2.1) C(t) = —tlogb + log po
ce qui prouve facilement un résultat de Furstenberg et Parry, cité dans!14l,

(6.2.2) La dimension de Hausdorff de l'ensemble sofique défini ci-dessus, sous la condi-
tion de quasi-isométrie, est log po/logb.

Voyons le point de vue multidimensionnel. Outre la ponderatlon en b7t donnons nous
un vecteur d’énergie w : G; —RY. Le calcul de la matrice Ay conduit facilement a

Ao = m Ao
ol Ag est la matrice dont le coefficient d’indice (A, B) est
| Z elfws),
wA—B
On notera pyg le rayon spectral de cette matrice. Clairement C(t, 0) = logpg — tlogb, de sorte
que I'équation ¢ = ¢(0) de la ligne de niveau C(t,0) =0 est 90(0) logpg /logb. Du point de
vue multifractal, on s’intéresse &
wu n .

c’est-a-dire &

/
Goo,9={fu,eG°°| lim —i"—"=£ﬁ}.

n—oo N P

En appliquant (5.4.4) :
(6.2.3) La dimension de Hausdorff de Goo,9 est

) /
(10gb)~* (logo — (6, °2)).
Ce résultat a de multiples applications. Par exemple, prenant pour wy, ... ,wq des fonctions
a valeurs dans {0, 1}, on obtient une analyse multifractale en vecteur de fréquence.

En réalité, ces résultats ne nécéssitent pas que la fonction f soit une quasi-isométrie.
L’essentiel est de pouvoir transporter sur [0,1] en conservant leurs exposants de Holder les
diverses mesures considérées sur G'oo : il en est ainsi lorsque, pour tout intervalle b-adique I
de longueur b~", son image réciproque f~1(I) est la réunion d’un cylindre d’ordre n et d’au
plus une infinité dénombrable de points.
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